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LÒI NÓI ĐẦU 


Nói đến học toán, thường người ta nghĩ ngay đến các con số, 
các ký hiệu, đấu toán, hình vẽ và các mối quan hệ nhằng nhịt 
giữa chúng. Quả đúng thế, vì đây là môn khoa học trừu tượng. 
Chính vì nó rất trừu tượng nên phạm vi ứng dụng càng rộng rãi. 
Ngày nay toán học đã thâm nhập vào mọi lĩnh vực hoạt động của 
con người. VÌ nó vô cùng quan trọng cho nên luôn là môn học cơ 
sở chủ yếu ở cấp phổ thông. 


Làm thế nào để học toán tốt ? Đương nhiên, trước hết phải rất 
cần cù, nỗ lực phấn đấu, đó là điều kiện tất yếu để học tốt bài. 
Ngoài ra còn phải tìm phương pháp, phải căn cứ đặc điểm từng 
môn mà học, chỉ có như vậy mới đạt hiệu quả học tập cao. Phương 
pháp hay có thể bỏ sức ít mà kết quả cao, nếu không sẽ ngược 
lại. Nhà sinh lý học Pháp - Penna có nói : "Phương pháp học tốt 
Ì á àji năng vốn cố ; phương pháp học dở sẽ 


cản trở phát triển tài năng". Do đó, học tập một cách khoa học 


là vô cùng quan trọng. 


ta 


Những vấn đề được đề cập đến trong cuốn sách này đại thể 
chia làm hai loại. Thứ nhất là phương pháp học toán trên lớp 
thông thường của học sinh trung học ; thứ hai là phương pháp 
học môn toán phổ thông. Hai nội dung này vừa liên quan, vừa 
độc lập với nhau. Độc giả có thể tùy nhu cầu của mình để đọc cả 
hay chọn từng phần. Để đáp ứng nhu cầu khác nhau của học sinh 
cấp hai và cấp ba, các ví dụ đưa ra trong sách đều có đủ cho cả 
các lớp. 


Ngoài ra, vỉ đây là cuốn sách giới thiệu phương pháp học 
toán cho nên có vấn đề về phương pháp đọc cuốn sách này. Đề 
nghị độc giả khi đọc : thứ nhất phải vừa đọc vừa suy nghĩ, cố 
gáng hiểu được điểm chính của từng mục ; thứ hai phải liên hệ 
với thực tế học tập để tìm ra cách cải tiến phương pháp học 
toán của mìỉnh. 


Hy vọng cuốn sách sẽ trở thành bạn thân của bạn, sẽ sát cánh 
bên bạn suốt cả quá trỉnh học toán ở phổ thông. 


3- 9- 1999 
TÁC GIẢ 


1 - CHUẨN BỊ BÀI TRƯỚC LÚC LÊN LÓP 


Chuẩn bị bài trước lúc lên lớp đối với học tốt môn toán có thật 
có tác dụng không ? 


Chúng tôi đã từng điều tra tỉnh hình chuẩn bị bài trước lúc lên 
lớp môn toán của học sinh năm thứ hai (như học sinh lớp bảy của 
V.N) ở một trường PTCS trọng điểm của Bắc Kinh. Kết quả là : 
lớp có 50 học sinh, lần nào cũng chuẩn bị trước chỉ có 2 học sinh, 
thường chuẩn bị bài trước có 11 học sinh. Phân tích thành tích 
học toán của những học sinh thường chuẩn bị bài so với học sinh 
không chuẩn bị bài nói chung cao hơn 10 điểm (ở đây tính theo 
bậc điểm 100. N.D.), sự chênh lệch rất rõ. Điều đó chứng tỏ chuẩn 
bị bài trước đối với học tốt môn toán rất có tác dụng. 


Vì sao lại thi ? Nguyên nhân rất đơn giản, thứ nhất, chuẩn bị 


bài trước với kiến thức mới, hiểu được nó. Quy 
luật nhận TRE. của con người không phải một lần là xong mà phải 
trải qua từ không biết đến biết, từ ngoài vào trong. Chuẩn bị bài 
trước, lúc được nghe thầy giảng cũng tức là lần thứ hai học lại 
kiến thức đó. Qua chuẩn bị bài, anh đã có sự hiểu biết sơ bộ về 
- kiến thức mới, lúc nghe giảng sẽ đỡ khó khăn, hiểu nó dễ dàng 
hơn. Thứ hai, qua chuẩn bị bài, giúp ta xác định được các điểm 
cần chú ý lúc nghe giảng. Trong quá trình chuẩn bị, thường gặp 
những vấn đề khó. Những chỗ khó này chính là trọng điểm để 
chú ý lúc nghe giảng. Chuẩn bị bài trước, lúc nghe giảng trong 
lòng đã "có vốn", lúc thầy giáo vừa gợi ý là mình đã "linh tính 
được vấn đề". Thứ ba, chuẩn bị bài trước có thể bồi dưỡng khả 
năng tự học, xây dựng thới quan chủ động trong học tập. Trung 
Quốc có câu "Sư bác dẫn vào cửa, còn tu hành là ở ta", tức là 


nói thành tích học tập của mỗi người là tùy thuộc vào sự nỗ lực 
phấn đấu và cách thức học tập của người đó quyết định. Chúng 
ta không những sẽ cố gắng sau khi được thầy dẫn dắt mà còn phải 
chuẩn bị trước khi thầy dẫn dắt. 


Vậy phải chuẩn bị bài học toán như thế nào ? 


1. Đọc qua toàn bài, xác định rõ nội dung chính 

Đặc điểm sách giáo khoa môn toán ở trung học là mỗi tiết 
đều có các khái niệm, định lý, công thức, quy tắc, ví dụ và các 
bài tập. Chuẩn bị bài, trước hết là phân biệt rõ trong tiết đó có 
những khái niệm, định lý, công thức và quy tắc mới nào. Như 
vậy làm cho ta làm quen bước đầu với các kiến thức đó. Nói 
chung, trong một tiết, các khái niệm, định lý... mới không nhiều 
và những chỗ đó đều được in đậm hoặc đóng khung nên rất dễ 
phân biệt. 


Ví dụ : Nội dung tiết khai căn khá nhiều, đại thể có : 


- Các khái niệm : 1) Căn bậc hai. 2) Các phép tính căn bậc 
hai. 3) Khai căn bậc hai. 


~ Định lý : Tính chất căn bậc hai. 
~ Quy tắc : Quy tác tìm căn bậc hai. 


-_, 


Sau khi đã nắm được đại thể các nội dung, cần xem đi xem 
lại, vừa đọc vừa suy nghỉ. VÍ dụ định nghĩa của căn bậc hai : "nếu 
có x2 = a thỉ ta gọi căn bậc hai của a là x". Điều đó nói lên khái 
niệm căn bậc hai được xây dựng trên cơ sở phép tính bình phương, 
x thực chất là cơ số của lũy thừa x?. Như vậy là đã sơ bộ hiểu 
phép tính căn. = 

2. Tìm trọng điểm, ghi lại những chỗ khó hoặc 
chưa hiểu 

Trong một tiết, thường có một số kiến thức chính, chúng được 
ứng dụng rộng rãi, thường gặp trong các ví dụ và bài tập. Đó sẽ 
là những trọng điểm. Lúc chuẩn bị bài, phải tìm ra nó, có thể ban 


đầu tìm chưa chuẩn xác, nhưng không hề gì, sẽ được uốn nắn lại 
khi nghe thầy giảng. Điều quan trọng là luôn rút kinh nghiệm, 
chắc sẽ ngày càng đúng nhiều hơn. 


Trong chuẩn bị bài, đối với những chỗ chưa hiểu có thể tạm 
thời bỏ qua, đọc tiếp phần sau, đọc xong quay về đọc lại. Nếu vẫn 
không hiểu thì đành ghi lại, chờ lúc nghe thầy giảng sẽ giải quyết. 
Cách làm đó thường được gọi là "tồn nghỉ". 


Tìm được trọng điểm, đánh dấu những "chỗ tồn nghỉ" thì sẽ 
xác định được những chỗ cần tập trung nghe giảng, tức là THÊNI 
cố mục đích, hiệu suất sẽ cao. 


3. Kết hợp tay và đầu, làm một ít bài tập 

Học toán không thể không làm bài tập. Muốn hiểu và nắm 
vững các kiến thức toán học, khi chuẩn bị bài, ngoài đọc và nghĩ 
ra, còn cẩr. bắt tay vào tính toán, thử tự giải những ví dụ trong 
sách. Nếu có thời gian có thể làm thêm một số bài tập nào đó. 
Lúc làm bài tập nhất định bạn sẽ có những lính hội giúp hiểu sâu 
hơn các kiến thức mới. 


4. Ghi chép 


Lúc chuẩn bị bài, đại não luôn ở trạng thái tư duy, trong quá 
trình hiểu bài mới thường lóe lên những ý nghỉ nào đấy, cũng tức 
là những điều tâm đác. Đó chính là những tín hiệu mới nảy nở 
ra do kết quả của đào sâu suy nghí, nó vụt hiện vụt tắt, hiệu ứng 
tức thời, phải tóm ngay lấy nó, ghi vào vở. Cứ làm đều như thế 
nhất định sẽ nâng cao hiệu suất. 


Trên đây giới thiệu bốn việc cần làm trong chuẩn bị bài, là bốn 
khâu giúp ta đi từ ngoài vào trong, đi sâu dần vào nội dung bài 
học. Tất nhiên sẽ mất một số thời gian. Do điều kiện khác nhau, 
nên lúc chuẩn bị bài không nhất thiết phải làm đủ cả bốn khâu. 
Nơi chung, nên chuẩn bị bao lâu và học những nội dung gỉ phải 
tùy hoàn cảnh cụ thể lúc đó mà quyết định. Gặp lúc thời gian Ít, 
chỉ đọc qua một lần bài mới cũng được, nếu rỗi hơn, có thể đọc thêm 
phần tham khảo để mở rộng luồng suy nghỉ, hiểu được sâu hơn. 


2 - NÂNG CAO HIỆU SUẤT NGHE GIẢNG. 


Lên lớp là con đường chủ yếu để học sinh nhận được kiến thức. 
Nghe giảng tốt hay không, điều đó trực tiếp ảnh hưởng đến mức 
độ hiểu và nắm vững các kiến thức mới. 


Làm thế nào để nâng cao hiệu suất nghe giảng toán ? 


1. Tập trung cao độ sự chú ý 

Rất nhiều học sinh giỏi toán, khi hỏi đến nghe giảng bài ra sao, 
họ đều nêu ra kinh nghiệm cơ bản nhất là tập trung cao độ sức 
chú ý. Qua nghiên cứu thấy rõ, có tập trung chú ý nghe giảng hay 
không ảnh hưởng rất lớn đến thành tích học tập. Muốn tập trung 
cao độ sức chú ý, trước hết phải làm rõ chú ý vào cái gÌ, tức là 
làm rõ mục tiêu cần chú ý. Khi nghe giảng, mục tiêu chú ý của 
ta nên nhất trí với mục tiêu giảng của thầy. Nếu gặp chỗ nghe 
không hiểu, cũng không nên nghĩ mãi về điều đó, nếu không sẽ 
ảnh hưởng kết quả nghe phần sau. Tất nhiên, bảo đảm nhất trí 
với mục tiêu thầy giảng không có nghĩa là yêu cầu ta theo sát 
thầy từng bước, bị động nghe giảng mà phải luôn suy nghỉ, động 
não quanh những vấn đề thầy giảng, từ các góc độ, bình điện khác 
nhau để suy nghỉ, khiến mình từng bước tham gia sâu vào những 
tư duy toán học do thầy dẫn dát. Mặt khác, sự tập trung chú ý 
phải có trọng điểm. Trọng điểm cần chú ý cũng là trọng điểm 
nghe giảng. Nói chung, trọng điểm nghe giảng bao gồm : kiến 
thức trọng điểm, các chỗ khó và phương pháp giải quyết vấn đề. 
Trong việc học tập các khái niệm, cần đặc biệt chú ý thầy giáo đã 
đưa khái niệm mới vào như thế nào và thầy đã phân tích các tính 
chất đặc trưng của khái niệm mới ra sao. Đối với công thức, quy 
tác, định lý thì cần lắng nghe con đường suy nghĩ mà thầy phân 
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tích, chứng minh và cách vận dụng nó để giải bài tập chứ không 
nên bằng lòng, thỏa mãn ở mức hiểu và nhớ được các kết luận. 


2. Suy nghĩ đoán trước 

Nói chung, trong lớp, phần lớn nội dung nghe hiểu được. Do 
đó vấn đề đặt ra là : sau khi đã hiểu, nên nghe giảng như thế 
nào ? Chúng tôi đã tìm hiểu cách làm của học sinh lớp tám (tương 
đương với lớp bảy ở VN. N.D), qua thống kê thấy rõ : 10% không 
muốn nghe nữa hoặc làm việc khác, hoặc ngồi im ; 62% vẫn nghe 
như bỉnh thường ; 8% thỉnh thoảng có suy nghĩ những nội dung 
thầy giảng ; 20% học sinh luôn suy nghỉ đến nội dung thầy giảng. 
Từ đơ thấy rõ, đa số học sinh nghe hiểu xong đã không động não 
nữa, hoạt động tư duy dừng lại. Như vậy làm sao có thể bắt mình 
trong lúc lên lớp phải luôn động não để nảy ra những ý nghĩ mới ? 
Vị học giả Mỹ, ngài Hai-ao-khơ nói : "Khi anh nghe giảng hay 
đọc sách, nên thử đoán xem phía dưới sắp nói cái gì, có lúc đoán 
đúng, có lúc sai, nhưng nếu cứ kiên trì tiếp tục thì nhất định sẽ 
được bù lại một cách rất xứng đáng". Em Lý Hạo lớp Thiếu nhi 
trường phố thông số 8 Bác Kinh hiểu điều này rất rõ. Trong những 
ghi chép tổng kết "học toán như thế nào" em viết : "Theo tôi, suy 
nghỉ là khâu quan trọng nhất trong nghe giảng trên lớp. Nghe 
xong lời giảng của thầy giáo là lập tức suy nghỉ, suy nghí bám sát 
lời thầy giảng, phân tích, lý giải nhanh lời thầy vừa giảng, cố gắng 
hiểu thật nhanh ý của thầy, từ đó mà liên kết hiểu nội dung toàn 
tiết. Hiểu được điều thầy vừa giảng, rõ được điêu thầy đang giảng, 
đoán biết được những điều thầy sắp giảng, như vậy nội dung toàn 
bài giảng sẽ giữ lại những ấn tượng sâu sắc trong đầu". Nghe 
giảng với ý thức chát chiu từng phút, luôn đón ý thầy, luôn tích 
cực động não tỉm tòi, cái đó gọi là suy nghỉ đón trước. 

Ví dụ thầy giáo giảng "vẽ đồ thị hàm số bậc hai y = x2 - 2x + 2". 
Thầy vừa đọc xong đề, chưa hỏi dùng cách gì để vẽ, có học sinh 
đã đoán thầy sẽ dùng phương pháp lập bảng xác định điểm để vẽ 
đồ thị, khi thầy vừa nêu lên dùng phương pháp đó thì anh ta lại 
nghĩ nên biến đổi x2 - 2x + 2 thành biểu thức bình phương, lấy 


lãi 


hoành độ điểm đỉnh x = 1, hai bên đỉnh lấy những giá trị 
hoành có khoảng cách như nhau, và thế là anh ta cầm bút vẽ. 
Tiếp sau đó anh ta lại nghĩ, nói chung đối với hàm số bậc hai 
y = ax2 + bx+c(a # 0) nên dùng phương pháp lập bảng vẽ đồ 
thị. Cách suy nghỉ đón trước này thực chất là quá trình học sinh 
chủ động thăm dò, phát hiện và nắm vững các kiến thức mới. 


Trong lúc suy nghỉ đón trước, nếu gặp chỗ không thống nhất 
với thẩy giảng thì phải quay về chỗ phân tích của thầy, lý giải lời 
giảng của thầy, cố gắng nhanh chóng tìm ra chỗ nào mình suy 
nghĩ không thỏa đáng ? Như vậy sẽ nâng cao hơn sự hiểu biết về 
kiến thức mới, 


3. Luôn luôn thăm dò 

Trong lúc nghe giảng, nếu phát hiện hoặc tỉm được cách giải 
nào đó thì không được dừng lại, thỏa mãn mà phải tiếp tục đi sâu 
vào cách mới đó. Hơn nữa khi nảy ra một cách suy nghĩ mới thì 
bản thân cũng chưa chắc đã hiểu ngay được nguyên lý của nó là 
gì. Do đó, ngàn lần không được tự mãn, phải không ngừng thăm 
đò, tiến thêm lên. Lên lớp học toán không chỉ thầy giảng, học sinh 
nghe mà thực tế thầy chỉ là người dẫn dắt, chỉ đạo và tổ chức, 
còn học sinh mới là người làm chủ trong học tập. Chỉ cần anh 
luôn nắm bắt cách giải quyết, không ngừng khám phá, lóe sáng 
trong tư duy thì nhạy cảm sẽ tăng lên. 


4. Ghi chép đầy đủ, cẩn thận 

Ghỉ chép tốt là khâu không thể thiếu để nâng cao hiệu suất 
nghe giảng. Ghi chép bài tốt sẽ giúp ích rất nhiều cho ôn tập. Dưới 
đây thử bàn thế nào gọi là ghi chép tốt. 

Chọn vấn đề chính, ghi tóm tắt. Ghi lại nội dung của các đề mục 
thầy đã giảng, để khi học bài hiểu được những kiến thức hoàn 
chỉnh của bài. Đồng thời trong mỗi mục, ghỉ lại những lời giảng 
độc đáo của thầy đối với các khái niệm, định lý và những lĩnh hội 
của mình, ghi lại những điều mấu chốt trong phân tích và giải 
các ví dụ. 
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vn, 


Ghỉ những ý kiến mới của bạn khác. Kịp thời ghi lại cách giải bài 
kiểu khác hoặc những ý kiến giải thíth độc đáo của bạn mỉnh, chờ lúc 
học bài sẽ suy ngẫm thêm để biến thành kiến thức của mình. Đối 
với những ý kiến sai điển hình cũng nên ghi lại để mà cảnh giác. 

Ghỉ lại những linh cảm trong lúc nghe giảng. Trong lúc nghe giảng, 
tập trung chú ý cao độ, đại não ở trạng thái tư duy căng thẳng 
thường đột nhiên lớe lên những ý nghỉ mới. Nó có thể là một sự 
lĩnh hội mới, cũng có thể do đào sâu mà nảy ra một câu hỏi mới, 
đó chính là linh cảm. Linh cảm là một ý niệm được bừng lên sau 
khi người đó đã hiểu khá sâu đối với vấn đề. Nó vụt hiện vụt tắt, 
vì vậy phải thành thạo nắm bắt nó, kịp thời ghi lại. Nhưng cũng phải 
chú ý không được bỏ dở nghe giảng để đi tìm kiếm các "lỉnh cảm", 
vì như thế sẽ ảnh hưởng hiệu suất nghe giảng. Những vấn đề chưa 
được giải quyết đều nên gác lại chờ đến khi học bài giải quyết. 

Ghỉ những chỗ khó hoặc còn nghỉ ngờ. Nghe giảng gặp chỗ chưa 
hiểu không nên cứ bám mãi không buông tha, mà phải đánh dấu 
lại, chờ giải quyết sau. 

Ngoài ra còn cần ghi những nội dung thầy giảng thêm hoặc 
những nội dung mà mình cho là quan trọng. 

Tớm lại phải biến vở ghi thành tài liệu bổ sung cho sách học. Chỉ 
có như vậy vở ghi mới trở thành trợ thủ của bạn trong học toán. 

Cần chú ý giải quyết tốt giữa nghe và ghi. Vì thói quen mỗi 
người khác nhau nên ghi ít hay nhiều là tùy từng người. Nguyên 
tắc chung lấy nghe làm chính, ghi là phụ. Ghi nhiều hay ít phải 
lấy không gây ảnh hưởng nghe làm chuẩn. Nếu vì ghi mà ảnh 
hưởng nghe thì đừng ghi, chỗ thiếu đó sau khi nghe giảng có thể 
mượn vở bạn bổ sung vào. 


3 - HỌC BÀI MÔN TOÁN NHƯ THẾ NÀO 


Học bài là khâu quan trọng để học toán tốt. Trong học toán, 
chúng tôi phát hiện có nhiều học sinh không coi trọng ôn tập. Lên 


lớp về là vội làm bài tập. Kết quả người khác chỉ làm bài tập mất 
nửa giờ thì anh ta phải mất gấp đôi, lại còn sai sót hoặc không 
chặt chẽ. 

Vì sao lại nêu lên về nhà phải học bài ? Đó là vì : 

Thứ nhất, ôn tập giúp duy trÌ và tăng thêm trí nhớ. Người ta 
muốn nắm vững kiến thức phải trải qua ba giai đoạn : tiếp thu, 
hiểu nhớ và vận dụng, trong đó hiểu và nhớ là mấu chốt để vận 
dụng. Công trình nghiên cứu của giáo sư Sungyuan ở đại học 
Zhupo Nhật Bản chỉ rõ : "100% nội dung học ở trên lớp, nếu 
về nhà không ôn tập, qua một ngày chỉ còn lại 60%, đến ngày 
thứ ba thì chỉ còn 30%". Do đớ, không kịp thời ôn tập thÌ không 
thể duy trì trí nhớ được, cũng tức là sẽ ảnh hưởng đến việc 
nấm vững và vận dụng kiến thức. Ngược lại, nếu kịp thời ôn tập 
sẽ đỡ bị quên. Qua ôn tập, đại não sẽ được thông tin kích thích 
mạnh hơn, hiểu sâu hơn về kiến thức mới làm cho trí nhớ được 
tăng cường. 


Thứ hai, ôn tập có thể nẩy ra nhận thức mới. Xa xưa từ hơn 
2000 năm trước, nhà giáo dục cổ đại Trung Quốc, Khổng Tử đã 
căn dặn học sinh "ôn cũ biết mới". Tức là nói thông qua ôn tập 
không những thuộc lòng những kiến thức đã học mà từ trong đó 
còn có thể nảy ra những nhận thức mới. 

Nhận thức mới đó có thể là kiến thức mới, hiểu biết mới hoặc 
phát hiện mới, v.v... 

Ôn toán có thể chia thành : ôn tập thông thường, ôn tập theo 
từng phần, ôn tập theo giai đoạn và tổng ôn tập. Phạm vi của nó 
từ nhỏ đến to, phương pháp ôn tập do đó cũng có khác. 

Dưới đây thử bàn về ôn tập thông thường. 

Ôn tập thông thường là ôn tập sau mỗi buổi học ở lớp. Đặc 
điểm của nớ là kịp thời, tiết kiệm thời gian. Ôn tập thông thường 
có thể có bốn cách : ôn trước khi làm bài tập ; sau khi làm bài 
tập ; vừa làm bài tập, vừa ôn ; ôn trước khi lên lớp bài mới. Trong 
mấy cách này, cách ôn trước khi làm bài tập là tốt nhất. 
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Ôn trước khi làm bài tập, nhưng với cách "trước hết nhớ lại, 
sau đó đọc sách" đạt hiệu quả tốt nhất. Tức là trước hết hồi tưởng 
lại những nội dung thầy đã giảng trên lớp, sau đó mới đối chiếu 
sách hoặc vở ghi để xem đã ghi đủ, ghi đúng các nội dung chính 
chưa, các điểm chính của các khái niệm hiểu có chính xác không, 
v.v... Những chỗ quên cần xem lại sách hoặc vở ghi cho kỹ. Cách 
ôn bài "bắn tên có đích" đó để lại ấn tượng rất sâu. Có học sinh 
đã nói về điều đố như sau : "Cần hồi tưởng trước, đọc sách sau, 
chỉ có thế tư duy mới tập trung cao độ, khiến ta đắm mình trong 
sáng tạo". 

Khi ôn tập toán cần chú ý kết hợp đầu và tay. Giáo sư Tô Bộ 
Thanh đá từng phê bình một học sinh trong nửa tháng đọc xong 
cuốn "giáo trình hình học vi phân" như sau : "Đọc toán không như 
xem tiểu thuyết. Không bát tay viết thì đầu hiểu sao được ?", Kết 
hợp đầu và tay tức là vừa đọc vừa viết. Ví dụ khi đọc các chứng 
minh định lý, diễn toán các công thức hay quy tắc, lời giải của ví 
dụ đều cần phải viết ra, xem có biết giải không, giải đúng hay sai, 
có vấn đẻ gì không ? 

Những điều trên lớp chưa nghe hiểu, trong ôn bài nhất định 
phải làm cho hiểu. Phải xem kỹ sách và vở, lật đi lật lại vấn đề, 
nếu có điều kiện thì đọc thêm sách tham khảo. Cuối cùng quá thật 
vẫn chưa hiểu thì phải hỏi bạn hay thầy. 

Ngoài ôn tập thông thường cho tốt, còn phải ôn tập tốt từng 
phần, từng giai đoạn và cả tổng ôn tập. Các hình thức ôn tập cũng 
rất có ích để hiểu và nấm vững một cách toàn diện, hệ thống kiến 
thức từng phần. Từ đó mà xây dựng kiến thức hoàn chỉnh, đặt 
nền tảng vững chác cho giai đoạn học tập tiếp theo. 

Làm thế nào để ôn tập từng phần, giai đoạn và tổng ôn tập 
tốt ? Muốn thế cần làm hai việc sau. Thứ nhất, phải chỉnh lý kiến 
thức thành hệ thống (bao gồm cả khái niệm và phương pháp), phải 
viết thành các tiểu kết. Thứ hai, phải chú trọng luyện tập kỹ năng 
đạt đến thành thạo, khéo léo. Trong khâu làm bài tập, nhiều học 
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sinh thường bỏ qua những bài trong sách giáo khoa, đi tìm bài 
tập sách khác làm, làm như thế là không tốt. 


Cần biết rằng, các bài tập trong sách giáo khoa là được tuyển 
chọn theo chương trình, nó thể hiện yêu cầu cụ thể đối với các 
nội dung của chương trình, do đó ôn tập bài tập trước hết phải 
làm các bài trong sách giáo khoa, trên cơ sở đố mới làm thêm một 
số đề khó ở ngoài. Hoàn toàn không nên đảo lộn thứ tự trong và 
ngoài chương trình. 


4¬ LÀM TỐT CÁC TIỂU KẾT 


Học xong một phần (hoặc chương) nên kịp thời hệ thống lại 
các khái niệm, chỉnh lý, phân loại từng phần kiến thức, khiến nó 
gắn lại với nhau. Như vậy ta sẽ hiểu được các khái niệm một cách 
hoàn chỉnh và mối tương quan giữa chúng, phân loại, sáp xếp, đó 
gọi là tiểu kết. Làm tốt tiểu kết sẽ cảm thấy sách càng đọc càng 
mỏng, mà năng lực ngày càng cao. 


Nơi chung có hai loại tiểu kết, một loại là chỉnh lý sắp xếp lại 
toàn bộ kiến thức, loại thứ hai là chỉnh lý theo chuyên đề. 

Chỉnh lý toàn bộ bao gồm hai nội dung là các khái niệm và 
phương pháp toán học. Chỉnh lý các khái niệm toán học trước hết 
là nắm cho được mối quan hệ logic giữa các khái niệm, làm cho 
các khái niệm học phân tán trước đây trở thành hệ thống, thành 
kiến thức riêng của mình. Thường dùng hình cây để liên kết các 
khái niệm của một phần lại với nhau. 


Dưới đây cử vài ví dụ. 
1. Sau phần hình học hai đường thẳng giao nhau, ta sẽ tiểu 
kết phần hệ thống các khái niệm về góc như sau : 
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1— So sánh góc > Đo góc 


+ Góc nhọn, gốc vuông, góc tù 


— Phân loại góc Ễ Góc bẹt, góc đầy 


— Phép tính góc (cộng, trừ, nhân, chia) —> chia đều góc ˆ 


2Ì + Góc đối đỉnh 
HENM — Quanhệ | + Góc kề 
goc vị trí + Góc đồng vị, góc so le 

~ Quan hệ giữa trong, góc trongcùngphía 

hai góc + Góc bù của nhau > 
— Quan hệ Tính chất góc bù 
to,nhỏ | Góc phụ của nhau > 
Tính chất góc phụ 


Ví dụ trên đây là để nói rõ mối diên hệ logic giữa các khái niệm 
về góc. Khi tổng kết, có thể viết chỉ tiết hơn. Ví dụ viết định nghĩa 
của các góc, vẽ hình, nêu lên các điểm giống và khác nhau giữa 
các khái niệm, v.v... 


Tổng kết phương pháp toán học phải kết hợp qui nạp, chỉnh 
lý các loại bài tập của phần đó. Điều đó đòi hỏi phải công 
phu. Nếu hàng ngày chú ý tích lũy từng tí thÌ hiệu quả sẽ 
được nâng cao. 


Dưới đây nêu một ví dụ. 
Tổng kết phương pháp giải phương trình mũ và phương trình 
log 
Có thể biến thành afÈ) = a8 œ© f(œx) = g() 
a>0,(az ]1) 
Phương trình mũ ‡afŒ) ~ b#Œ) œ- f(x)lga = g(x)lgb 
(a,b >0, az 1,bz ]) 
a “# b 
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Điểm chính của phương pháp: căn cứ tính chất đơn điệu của 
hàm mũ biến đổi thành phương trình đại số. 


fœx) > 0 
Biến đổi thành log f(x) = logg(x) © {ø() > 0 
Phương f(x) = g(œ). 
trình 
log fx) > 0 


log„f(x) = C(C là hàng số © jg(x) > 0 và g(x) # l 
fx) = [g@)]C 
Điểm chính của phương pháp : Căn cứ tính chất đơn điệu và 
khoảng xác định của hàm số log, biến đổi thành phương trình đại 
số đồng giá trị (gồm cả nhóm điều kiện bất đẳng thức). 


5 - HIỂU CÁC KÍ HIỆU TOÁN NHƯ THẾ NÀO 


Mở sách giáo khoa cấp hai ra, hiện rõ trước mắt ta ngoài phần 
chữ và hình còn có đủ các loại kí hiệu toán. Tuy ở cấp một bạn 
đã làm quen với "+, -, x, +" nhưng đó chỉ là những kí hiệu đơn 
giản. Lên trung học, bạn ngày càng gặp nhiều kí hiệu toán học. 
Làm thế nào để làm quen với nó ? Có thể bát đầu từ đầu mối nào 
không ? Dưới đây bàn về các câu hỏi đó. 

Kí hiệu toán học là phương thức để diễn đạt khái niệm, nó 
đơn giản và rõ ràng, dùng thuận tiện, là loại văn tự thông dụng 
của thế giới toán học. Các kí hiệu toán học đã ra đời và phát 
triển qua một quá trình lịch sử lâu dài. Sự phát triển và hoàn 
thiện nó có tác dụng thúc đẩy nhất định đối với sự phát triển 
toán học. 


Các kí hiệu toán có thể chia làm hai nhóm lớn. 
Thứ nhất là nhớm ký hiệu các khái niệm toán được quy định 
thống nhất. Có thể gồm ba loại. 
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1. Ký hiệu phép tính 

Ngoài ký hiệu bốn phép tính cộng, trừ nhân, chia đã nói ở trên 
còn có ký hiệu phép khai căn "Ý " (căn bậc hai), " ný " (căn bậc 
n), ký hiệu phép lũy thừa, "an", "ạ~n "an" sa Tư (trong đó. m, n 
là số nguyên dương), kí hiệu phép tính log "log.N" (trong đó a > 0 
vàa z l,N >0), v.v... 


2. Kí hiệu quan hệ 

Ký hiệu quan hệ số lượng : lớn bơn ">", bằng "=", nhỏ hơn "<", 
khác với "z", lớn hơn hoặc bằng ">", nhỏ hơn hoặc bằng "<", v.v... 

Kí hiệu quan hệ hỉnh dạng : đồng dạng "=", bằng hoặc gần 


H~„ t 


bằng ¿ vuông góc "1", song song "⁄", 


Kí hiệu quan hệ tổ hợp : ngoặc đơn "Q", ngoặc kép "[]" ngoặc 
nhọn 14)", 


l) 


Kí hiệu quan hệ logic : Vì "', 
đương _—. 


, cho nên " '.", suy ra "®", tương 


3. Kí hiệu tên gọi 

Kí hiệu tên gọi đại số : trị số tuyệt đối của a "|a|", a là số 
dương "a > 0”, căn bậc hai của x không âm "+ Ýx (x > 0)", a mũ 
n "a"", biệt thức nghiệm của phương trình bậc hai một ẩn số "A", 
dấu dương "+', dấu âm "-", tập số tự nhiên "N”, tập số thực "R', 
tập số phức "C" .v.v.. 

_ Rí hiệu tên gọi hình học : góc "<" hoặc "A" (ví dụ ¿ AOB hoặc 
AOB ), đường tròn '@) ", đường tròn tâm O L© O", đường tròn 
tâm O bán kính r "€ (O, r)", góc vuông "Rt ⁄", tam giác "A", 


hình bình hành " ¿7 " 


Kí hiệu lượng giác : sin góc œ "sinef, cosin góc œ "cose" tang 
góc œ "tgo, cotg góc œ "ctgoœ”, V.V... 
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Đối với các loại kí hiệu khái niệm toán học, đều phải hiểu rõ 
nghĩa của chúng. Khi nhớ và hiểu các kí hiệu biểu thị khái niệm 
cần chú ý phân biệt các ký hiệu có hình dạng giống nhau nhưng 
ý nghĩa khác nhau. VÍ dụ kí hiệu lớn hơn ">" và nhỏ hơn "<". Khi 
biểu thị quan hệ lớn, nhỏ của hai số, quy định số lớn ở phía mở 
của kí hiệu. Ví dụ : a lớn hơn 1 thì viết a > 1 hoặc 1 < a. VÍ dụ : 
a", nếu n là nguyên dương thì 


a1 = a.a... a 
——— 


n chữ a 

tức nhân liên tục n lần a ; nếu n không phải nguyên dương, 
an" z a.a... a 
"`" '—— 


n chữ a 


1 % 
Ví dụ n là nguyên âm thì an = —n (a # 0), ý nghĩa của nó là 
a 
số đảo của a lũy thừa âm n. Đó là một phân thức. 

Hiểu sâu sắc ý nghĩa các kí hiệu khái niệm toán học có tác 
dụng to lớn trong việc vận dụng nó để giải bài tập. Ví dụ : 
chứng minh qui tắc nhân hai lũy thừa có cùng cơ số, số 
mũ nguyên, âm am an = am†n (m, n là nguyên, âm, a + 0), 


1 
Nếu bạn đã biết am = —— (m là nguyên âm, a z# 0) thì tự 
a 
mình sẽ biết chứng minh : vỉ m, n là nguyên âm, a # 0, nên 
1 1 1 1 CÊT 
aman = ——. —— = ————— = —.. = amtn, Nếu không 
am an arm,a n a~ (@m+n) 


chúng ta không thể tiến lên được bước nào ngay cả bước thứ nhất. 
Có một số khái niệm ý nghĩa gần giống nhau, về hình dạng kí 


hiệu có cấu tạo gần tương tự, như hai kí hiệu "= " và "~", Cấu 
tạo của những kí hiệu này đều có lý riêng của nó. Vì bằng là 
trường hợp đặc biệt của đồng dạng (tỉ số đồng dạng là 1) chỉ có 
thế mà thôi. 
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Dấu bằng "=" chỉ biểu thị bằng nhau về số lượng, do đó đấu 


"=" có thể hiểu là "tỉ số đồng dạng là 1, tức là bằng nhau". Như 
vậy qua mối quan hệ của hai ký hiệu trên ta rất dễ hiểu và nhớ 
chúng. : 

Nhóm thứ hai là do nhu cầu giải bài tập mà đặt ra những ký 
hiệu chung. 

Ngoài những kí hiệu qui định thống nhất ở trên, trong quá 
trình giải bài tập, đối với những khái niệm phải điễn đạt dài dòng 
hoặc dùng nhiều lần, người ta đã dùng phương thức tu từ chỉ riêng 
toán học có, đó là : dùng những chữ cái khác nhau để biểu thị 
những khái niệm cần diễn đạt. VÍ dụ trong đề bài giải hệ phương 
trình, giả thiết đại lượng cần tìm (trọng lượng vật thể, số người 
của phân xưởng, thời gian công tác, tốc độ hoặc quãng đường đi...) 
là x, y, v.v... Trong tính diện tích tam giác hoặc chứng minh hình 
học, ta giả thiết diện tích tam giác là S. 

Trong khi học cần biết dùng những kí hiệu chung để biểu thị 
những khái niệm mà trong quá trình diễn toán dễ làm ta rối mắt. 
Dưới đây lấy một đề hình học làm ví dụ. 


Đã biết trong RtA ABC, ⁄ B = 909, AB + BC + CA = 830cm, 
AB - BC = 7cm. Tìm độ dài AC ? 


Căn cứ điều kiện chúng ta nghỉ ngay đến dùng định lý Pitago 
viết ra đẳng thức BCˆ + (BC + 7)2 = [30 - BC - (BC + 7)]2. Đây 
là phương trình bậc hai một ẩn số có độ dài BC chưa biết. Nếu 
khai triển ra sẽ rất dài dòng, tốn sức. 


BC2 + BC2 + 14BC + 49 = 232 - 92 BC + 4BC2 
Sau khi rút gọn được : BC2 - 53BC + 5 x 48 = 0 
Ta dùng cách viết khác : Giả thiết BC = x cm, ta sẽ có 
AB = (x+7) cm, ÁC = 30 -Œœ& +x+ 7) = (23 - 2x)em. 


Từ định lý Pitago x2 + (x + 7)2 = (23_z 2x)2 
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,* 


Rút gọn được x2 - 53x +5 x 48 = 0 
Từ đó Xị = Š, x¿ = 48 (bị loại) 


nên AC = 23 - 2 x ð = 13(cm). 


+ 


So sánh hai cách diễn đạt ở trên bạn có cảm giác cách viết thứ 
hai gọn rõ hơn không ? Từ cách viết thứ hai còn có thể nảy ra 
gợi ý : kí hiệu thay thế thực chất là một cách đại số hóa. 

Cơ thể có người sẽ hỏi : dùng chữ cái để biểu thị một khái 
niệm hay dùng hoặc tránh diễn đạt dài dòng có gây ra hạn chế gì 
không ? Ví dụ độ dài đoạn thẳng hay cung tròn đều nhất loạt dùng 
a, b, c,... để biểu thị, còn chiều cao của tam giác hay tứ giác đều 
dùng h ? Điểm qua lịch sử phát triển toán học, chúng tôi chưa 
phát hiện thấy tài liệu nào nới về quy định này, nhưng để tiện 
trong đọc sách và giao tiếp, mọi người đều tuân theo thới quen 
như thế. Song, một chữ cái không phải chỉ dùng để biểu thị cho 
một khái niệm. Ví dụ "S" cũng còn dùng để biểu thị hành trình, 
còn trong hình học nó dùng để biểu thị diện tích, trong số liệt 
biểu thị tổng của số liệt. Cho nên trong giải bài tập khi dùng đến 
ký hiệu thay thế vừa nên dùng theo thối quan, vừa không nên để 
cho thối quen ràng buộc. Với điều kiện không gây ra lẫn lộn, hiểu 
nhầm, có thể căn cứ vào tình hình cụ thể mà dùng kí hiệu thay 
thế cho phù hợp. 


6 - BẮT ĐẦU TỪ CÂU CHUYỆN 
"A VÀ B ĐỀU THẾ CẢ" 


Đầu tiên kể câu chuyện vui. Trong một lần lên lớp, thầy giáo 
ra đề "Biết a +c = b+c, hỏi giữa a và b có quan hệ gì ?". Một 
em học sinh trả lời ngay : "a và b cũng thế”, cả lớp cười ầm lên. 
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Em học sinh đó cảm thấy nới như thế là đắc địa lắm rồi, nên nghĩ 
"Tại sao lại cười tôi ?" Thầy giáo hỏi cả lớp : "Các em cười gì ? " 
Có một em nơi : "Không nên nói a và b thì cũng thế, mà phải nới 
a và b bằng nhau, tức a = b°. Cả lớp cười bạn đó là vỉ bạn ấy 
không dùng đúng ngôn ngữ toán để trả lời. 


Bất kỳ môn khoa học nào cũng có thuật ngữ riêng của nó. Ngôn 
ngữ toán học là một loại thuật ngữ toán được chuyên môn hóa. 
Nó có ba đặc điểm cơ bản : 1) Nghĩa chính xác. Mỗi danh từ, ký 
hiệu hoặc những biểu thức do các ký hiệu tạo thành đều biểu thị 
một ý nghia rõ ràng, không thể hiểu thành hai nghỉa. VÍ dụ : 
log,x biểu thị log của x có cơ số là a, lgx là log của x có cơ số 10 ; 


, k 
y=kx(k#z0) biếu thị y là hàm số tỉ lệ thuận của x; y = — (Œ # 0) 


biểu thị y là hàm số tỉ lệ nghịch của x, v.v... 2) Diễn đạt ngắn 
gọn. Ví dụ : câu "bình phương hiệu của a và b bằng ð" dùng ký 
hiệu để biểu diễn là : (a - b)2 = ð, còn câu "hiệu bình phương của 
a và b bằng 5ð" nếu dùng kí hiệu để diễn đạt là : a2 - b2 = 5. Qua 
đó ta thấy rõ, ngôn ngữ kí hiệu không những ý chính xác mà còn 
"rút ngắn" rất nhiều so với dùng ngôn ngữ thông thường. 3) Sử 
dụng thuận tiện, linh hoạt. Ví dụ trong công thức hiệu bình 
phương (a + b)(a - b) = a2 ~ b2, a và b có thể là một số hoặc biểu 
thức bất kỳ tùy ý. Rộng hqn nữa mà nói, a và b trong công thức 
có thể biểu thị hai kí hiệu khác vị trí. 

Do đó ta có (2x +3y)(2x - 3y) = 4x2 - 9y2; (xn+yn)(xn _ yn) = 
= x?n ~ y2n ; (logạa + 2)(logaa - 2) = (logaa)2 - 4; (1 +sinx)(1 - sỉinx) = 
= l1 - sin^x, v.v... Đó là điểm khác nhau cơ bản của ngôn ngữ 
toán và ngôn ngữ thông thường. 

Trong ngôn ngữ kí hiệu toán, dùng kí hiệu để biểu thị quan 
hệ tính toán của các biểu thức có thể biến đổi theo một qui tắc 
nhất định. VÍ dụ x - y = 0, có thể suy ra x = y ; từ (a + b)(a - b) = 
= a2 - b2 cơ thể suy ra (a + b)(a - b) + b2 = a2; từ sin2x + cos2x = 
= Ì suy ra sin2x = l - cos2x hay cos2x = Ì - sin^2x ; 
sinx = + —-cos2x, cosx = + \W —sin2^x, v.v... 
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Có được những biểu thức này, khi gặp những bài toán khác 
nhau là có thể vận dụng linh hoạt. 

Trên đây chỉ mới đưa ra ngôn ngữ kí hiệu của Toán học. Thực 
ra, hình thức diễn đạt của ngôn ngữ toán có hai loại : Một loại là 
thuật ngữ chữ viết như "hình được tạo thành bởi một đầu chung 
của hai đoạn thẳng gọi là góc" ; một loại nữa là ngôn ngữ hình 
học, nó bao gồm các hình hình học, đồ thị và các lược đồ. 


Chúng ta cần tư duy toán học một cách chính xác và học sử 
dụng chuẩn xác ngôn ngữ toán là điều vô cùng quan trọng, Đương 
nhiên đây không phải việc làm một sáng một chiều mà phải nỗ 
lực liên tục. 


7 ~- LÀM THẾ NÀO ĐỂ HỌC TỐT 
KHÁI NIỆM TOÁN HỌC 


Chúng ta hàng ngày tiếp xúc với đủ loại khái niệm. Nếu xem 
tư duy con người như một cơ thể sống thi khái niệm sẽ là các đơn 
vị nhỏ nhất.- tế bào để cấu tạo thành cơ thể tư duy đóớ..Do đớ, 
học tốt các khái niệm toán chính là điều kiện cơ bản để bảo đâm 
tư duy toán học chính xác. Không chú ý học tốt khái niệm, cho 
rằng học toán là giải các đề toán, chỉ nghĩ đến làm bài tập, như 
thế sẽ mất căn bản, tất nhiên sẽ không học tốt được. Dưới đây 
thử bàn xem làm thế nào để học tốt các khái niệm toán học. 


1. Làm sáng tỏ hai loại khái niệm 

Bất cứ khái niệm toán học nào cũng đều chứa hai yếu tố. Thứ 
nhất là có tên riêng. Nói chung tên gọi khác nhau biểu thị khái 
niệm khác nhau. Ví dụ "số dương" và "số âm" đều là hai khái niệm 
khác nhau. Nhưng cũng có một ít khái niệm thuộc ngoại lệ, như 
"số tự nhiên" và "số nguyên dương" thực tế là cùng một khái niệm. 
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Cùng một khái niệm nhưng có nhiều tên gọi khác nhau. Thứ hai 
là có một hàm nghĩa xác định hay nói cách khác là có những tính 
chất riêng khác với các khái niệm khác. Đây là điều quan trọng 
nhất đối với khái niệm. Ví dụ hàm nghĩa của khái niệm "phương 
trình" là "đẳng thức chứa ẩn số". Như vậy, phàm là "đẳng thức 
không chứa ẩn số" hoặc "các phép tính chứa ẩn số" đều không phải 
là phương trình. Cái quy định ý nghĩa của khái niệm (danh từ 
hoặc thuật ngữ) chính là định nghĩa của khái niệm (danh từ hoặc 
thuật ngữ) này. Như vậy có một loại khái niệm được gọi là khái 
niệm định nghĩa. VÍ dụ khái niệm "giá trị tuyệt đối", "góc nhị diện", 
v. v... đều là những khái niệm định nghĩa. Trong toán tuyệt đại 
bộ phận là khái niệm định nghĩa. 


Sao lại nói "tuyệt đại bộ phận khái niệm là khái niệm định 
nghĩa" mà không nói "toàn bộ các khái niệm đều là khái niệm định 
nghĩa". Ta biết rằng, con người trên cơ sở đã có tri thức và kinh 
nghiệm mới đi nhận thức những sự vật khác. Sự hình thành một 
khái niệm mới phải trên cơ sở của khái niệm cũ. Muốn định nghĩa 
một khái niệm mới tất nhiên phải dùng đến các khái niệm đã biết. 
Nếu ta tưởng tượng các khái niệm cũ như những khối gỗ có hình 
dạng khác nhau thì khái niệm mới sẽ là những khối gỗ cũ hợp 
thành. VÍ dụ ta chọn các khái niệm cũ là "lớn hơn", "nhỏ hơn" "góc 
vuông", "góc bẹt", "góc không". Nếu ta tổ hợp thành "lớn hơn góc 
không, nhỏ hơn góc vuông" thì ta sẽ được khái niệm mới là "góc 
nhọn". Nếu thay thành "lớn hơn góc vuông, nhỏ hơn góc bẹt" thì 
ta sẽ được khái niệm mới là "góc tù". Tiến thêm một bước nữa hỏi 
"lớn hơn", "nhỏ hơn" "góc vuông", "góc bẹt", "góc không", hàm nghĩa 
của những khái niệm này được quy định ra sao ? Hoặc nói cách 
khác, những khái niệm đã biết để tổ hợp thành các khái niệm này 
là gì ? Nếu cứ tiếp tục truy hỏi như thế thì cuối cùng ta sẽ đi đến 
chỗ không có cách gì trả lời được. Sự thực là cuối cùng vẫn có 
một số khái niệm mà hàm nghĩa của nó không thể qui định rõ 
ràng. Ví dụ cứ lấy khái niệm "hai đường thẳng vuông góc nhau" 
ta mà nói thì trong định nghĩa này đã dùng đến các khái niệm đã 
biết là "đường thẳng", "giao nhau", "vuông góc”, trong đó ý nghĩa 
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của khái niệm đường thẳng trong sách giáo khoa môn hình học 
chưa qui định rõ. Để phân biệt với các khái niệm định nghía 
giống như khái niệm mà hàm nghĩa chưa thể quy 2inh được rõ 
ràng này, người ta gọi đớ là khái niệm không định nghĩa hoặc 
khái niệm ban đầu. Khái niệm ban đầu tuy hàm nghĩa .không 
được quy định rõ ràng này nhưng mọi người đều có sự hiểu 
thống nhất về nó. Ví dụ sợi giây được kéo thẳng hai đầu, hằn 
gấp của trang giấy, cạnh của mặt bàn, tia sáng, v.v... đều cho 
chúng ta hình ảnh của đường thẳng. Mặt gương phẳng nhãn cho 
ta hình ảnh mặt phẳng. Một bên của bờ sông cho ta hình ảnh cùng 
một phía, v.v... 


Trong toán, số khái niệm ban đầu không nhiều. Những khái 
niệm ban đầu thường gặp là điểm, đường thẳng, mặt phẳng, cùng 
phía, khác phía, đối nhau, tập hợp, v.v... Khái niệm ban đầu là 
nền móng của các khái niệm khác. 


2. Làm rõ điều kiện và kết luận của định nghĩa 

Khái niệm định nghĩa là loại khái niệm thường gặp trong toán 
học. Mọi người đều biết, mệnh đề là câu phán đoán về một sự việc 
hoặc một sự vật có tính chất nào đớ. Định nghĩa cũng là câu phán 
đoán sự vật, cho nên định nghĩa cũng là mệnh đề. Nó cũng do hai 
bộ phận là điều kiện và kết luận tạo thành. Làm rõ điều kiện và 
kết luật của định nghĩa là yêu cầu cơ bản để học tốt định nghĩa 
của khái niệm toán. Làm sao để phân định được điều kiện và kết 
luận ? Ta thử xét một ví dụ. Định nghĩa đường thẳng song song 
là "hai đường thẳng cùng mặt phẳng không cắt nhau gọi là hai 
đường thẳng song song". Phân tích câu này ta thấy nó thuộc dạng 
câu có chữ "... gọi là..." Trong câu định nghĩa, phần trước chữ "gọi 
là" nối chung là phần điều kiện, danh từ hay thuật ngữ đứng sau 
"gọi là" là kết luận. Do đớ, trong định nghĩa các đường thẳng song 
song, điều kiện là : "những đường thẳng trong cùng mặt phẳng ; 
không cắt nhau", kết luận là "các đường thẳng song song", trong 
đó phần điều kiện chỉ rõ hàm nghĩa của khái niệm, phần kết luận 
là tên của khái niệm. 
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Sau khi làm rõ điều kiện của định nghía, tiếp theo nên phân 
tích và lý giải nó. Thử suy nghỉ trong định nghĩa có mấy điều 
kiện ? ví dụ trong định nghĩa về đường tròn có hai điều kiện : 
điều kiện thứ nhất là "các điểm đều nằm trên một mặt phẳng", 
điều kiện thứ hai là "tập hợp các điểm đó cách đều một điểm cố 
định". Hai điều kiện này nếu thiếu một là không được. Ví dụ không 
có điều kiện "trong cùng mặt phẳng", lúc đó tập hợp điểm này 
không còn là đường tròn mà là mặt cầu. Do đó nếu thiếu điều 
kiện cũng tức là định nghĩa đã thay đổi và sẽ không có được khái 
niệm ban đầu nữa. Có một số định nghĩa nếu bỏ bớt điều kiện nào 
đó sẽ làm cho khái niệm mất hết ý nghĩa. Ví dụ lũy thừa mũ không 
được định nghĩa như sau : a9 = 1 (a # 0). Ở đây điều kiện a # 
0 là vô cùng quan trọng, vÌ nếu a = 0 thì a° không có ý nghĩa. 
Nguyên khái niệm số mũ không là do hiệu hai số mũ có cùng cơ 
số mà ra, nó biểu thị thương của hai số bằng nhau chia cho nhau 


0n 
(số không không thể là số bị chia). Còn 0° là Ti tức số không là 


số bị chia, do đó 09 là không có ý nghĩa. ~ 

Ngoài ra, còn phải chú ý đến những từ then chốt trong điều 
kiện của định nghĩa. Ví dụ trong hình học không gian, định nghĩa 
về hai đường thẳng khác mặt phẳng là : "Hai đường thẳng không 
cùng nằm trong một mặt phẳng bất kì gọi là hai đường thẳng 
khác mặt phẳng. Suv nghĩ kỉ về câu này ta thấy hai đường thẳng 
không cùng nằm trong một mặt phẳng thì sẽ không thể có mặt 
phẳng chung, tức không thể tìm được một mặt phẳng chứa hai 
đường thẳng này. So sánh với trường hợp đường thẳng song song, 
hai đường thẳng khác mặt phẳng không những không có điểm 
chung mà đặc trưng cơ bản nhất của nó là bất cứ trường hợp nào 
cũng không có một mặt phẳng chung. 

Các điều kiện trong định nghĩa bị thiếu thì khêng được, nếu 
nhiều hơn có được không ? Ví dụ định nghĩa hình chữ nhật là : 
"Hình bình hành có 4 góc vuông gọi là hình chữ nhật". Nếu đổi 
thành "hình bình hành có 4 góc vuông gọi là hình chữ nhật" thì 
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cố được không ? Thực ra, đó là điều hoàn toàn không cần thiết. 
Bởi vì từ "hình bình hành có 1 góc vuông" đã dễ dàng có thể suy 
ra 4 góc của nó đều vuông. Cho nên, sửa định nghĩa hình chữ 
nhật lại như vậy là đã tăng thêm điều kiện cho nó. Các điều kiện 
trong định nghĩa cần phải độc lập lẫn nhau, không được suy từ 
cái này ra cái khác. 


3. Học cách dùng định nghĩa thuận và định nghĩa 
ngược 

Mệnh đề có cái thật, cái giả. Các điều kiện và kết luận trong 
mệnh đề thật có quan hệ suy ra nhau. Ví dụ : "Hai góc đối đỉnh 
bằng nhau" là mệnh đề thật, do điều kiện "hai góc là đối đỉnh" 
cho nên có thể suy ra kết luận "hai góc này bằng nhau". Giữa điều 
kiện và kết luận của mệnh đề giả không có mối quan hệ suy ra 
đớ. 

Tất cả các định nghĩa toán đều là mệnh đề thật. Không những 
thế mà các mệnh đề ngược của nó cũng là mệnh đề thật. Nói cách 
khác, tất cả các định nghĩa đều có thể đảo ngược được, tức là đều 
có đầy đủ tính tất yếu. Tính có thể đảo ngược của định nghĩa là 
một đặc tính quan trọng của định nghĩa. Ví dụ định nghĩa hằng 
đẳng thức của đại số : "Nếu hai biểu thức đại số, dù các đại lượng 
bằng chữ của chúng lấy giá trị nào (khiến cho hai biểu thức có ý 
nghĩa) thì giá trị của biểu thức đại số này vẫn bằng nhau, ta gọi 
hai biểu thức đại số đó là hằng đẳng thức". 

Mệnh đề ngược của nó là : "Nếu hai biểu thức đại số luôn bằng 
nhau thì cho dù các đại lượng bằng chữ của chúng (khiến cho 
hai biểu thức có nghĩa) lấy giá trị nào, giá trị hai biểu thức đại 
số này vẫn luôn bằng nhau". Đương nhiên, mệnh đề ngược này 
cũng đúng. 

Tính nghịch đảo của định nghĩa có công dụng rất quan trọng. 
Thứ nhất là dùng định nghĩa để có thể phán đoán một sự vật nào 
đó có thuộc khái niệm này không ; thứ hai là mệnh đề ngược của 
định nghĩa có thể nói rõ được tính chất của một danh từ hoặc 
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thuật ngữ nào đó mà nó có. Chúng ta cần học cách nắm vững vận 
dụng định nghĩa thuận và ngược mới có thể vận dụng định nghĩa 
để giải quyết vấn đề. 


VÍ dụ : Sau khi đã học định nghĩa về giải phương trình "tìm 
giá trị của ẩn số để khi thay vào hai vế của phương trÌnh bằng 
nhau, gọi là giải phương trình". Chúng ta có thể dùng định nghĩa 
này để giải quyết hai loại vấn đề : loại thứ nhất là kiểm nghiệm 
giá trị của ẩn số có phải là nghiệm của phương trình không. Ví 
dụ kiểm nghiệm x; = 6, x¿ = 4 có phải là nghiệm của phương 
trình 2x - 3 = õ không ? Đề này rất đơn giản, dùng định nghĩa 
thuận giải phương trình, chỉ cần thay x = 6 và x = 4 vào phương 
trình, so sánh hai vế là được. kết quả x = 6 không phải là nghiệm, 
chỉ số x = 4 là nghiệm của phương trình. Loại thứ hai là : tìm hệ 
số của các đại lượng trong phương trình. Ví dụ : Cho biết x = - 
là một nghiệm của 
phương trình x2 + ax - 1 
= 0. TỉÌm a. Dùng định 
nghĩa ngược giải phương 
trình, x = -2 là nghiệm 
của phương trình, nên 
thay x = -2 vào phương 
trình ta sẽ được 4 ~ 2a ~ 
1 = 0, do đó a = 3/2. 


Trên kia đã nói đến lÁ 
khái niệm các đường 
thẳng khác mặt phẳng, 
căn cứ vào định nghĩa đường thẳng khác mặt phẳng là có thể 
phán đoán hai đường thẳng a, b là hai đường thẳng khác mặt 
phẳng hay không ? Ví dụ, trên hình 8-1 a Co bC Ø,œ«ñØ= l, 
a //1,b //1. Phán đoán xem a và b là khác hay cùng mặt phẳng. 


Hình 8—1 


Đương nhiên, hai đường thẳng a, b không phải là những đường 
thẳng khác mặt phẳng. Vì a // l, b //l nên ta có a //b. 
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Như vậy ta sẽ xác định được a, b là cùng mặt phẳng. Điều 
đó nói rõ hai đường thẳng a và b tuy phân biệt ở trên hai mặt 
phẳng œ và ổ, nhưng ngược lại chúng cùng nằm trong mặt phẳng 
y, nên không phù hợp với định nghĩa các đường thẳng khác mặt 
phẳng, cho nên a và b không phải là những đường thẳng khác 
mặt phẳng. 


. Trong chứng minh của bài toán sau đây vừa dùng định nghĩa 
thuận vừa dùng định nghĩa ngược. Ví dụ hình 8-2, CD là đường 
phân giác của góc AOB, AO = BO. Chứng minh : CD là phân giác 
của góc ACB. 

A 
Chứng minh : vì CD 
—— 
là phân giác của góc AOB, 
cho nên góc | = góc 2 
(theo định nghĩa đường 
phân giác)". c 
~_—— ~ 
nên AOC = BOC. 
VÌ CO =CO, AO = BO, 


nên AACO = ABCO, a 


~~m _—— 
suy ra ACO = BCO th 3 Z2 


——m 
Do đó CD là đường phân giác của góc ACB (theo định nghĩa 
đường phân giác của góc **). 
Dễ dàng thấy rằng dấu * trong ngoặc là dùng định nghĩa thuận 
của đường phân giác, còn ** là dùng định nghĩa ngược của đường 
phân giác. 


4. Tìm hiểu quan hệ giữa hai khái niệm 
Trong một lần lên lớp, học sinh giải phương trình bậc 2 một 


ẩn số : x2 + (1 — Ý2)x - 2 = 0, được hai nghiệm -1 và V2. 
Thầy giáo hỏi hai nghiệm này là nghiệm thực hay là nghiệm ảo. 
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Khá nhiều học sinh trả lời : "~1 là nghiệm ảo, V2 là nghiệm thực". 
Thử nghĩ xem trả lời như thế có đúng không ? Lẽ nào -l không 
phải là nghiệm thực ? 


Trong học toán thường có hiện tượng thế này : khi bắt đầu 
học một khái niệm mới, tự mình cảm thấy hiểu rồi, giải bài 
tập cũng đúng rồi. Nhưng về sau, khi đã học được nhiều khái 
niệm khác mới phát hiện rằng, trước kia hiểu khái niệm đó 
còn lơ mơ, thường lẫn với những khái niệm khác. Điều đó 
chứng tỏ khi học các khái niệm, chỉ trong một phạm vi nhỏ 
thì rất khó hiểu rõ hàm nghĩa của khái niệm ấy. Chúng ta 
phải ở trong một phạm vi rộng hơn để so sánh mối quan hệ 
giữa các khái niệm thỉ mới có thể hiểu rõ thêm hàm nghĩa 
của khái niệm đó. 

Mối quan hệ thường gặp giữa các khái niệm toán học có 4 loại : 
quan hệ bằng nhau, quan hệ phụ thuộc, quan hệ ngang nhau và 
quan hệ mâu thuẫn. Dưới đây sẽ giải thích rõ từng loại. 


Quan hệ bằng nhau : nếu phạm vi của khái niệm A và khái niệm 
B hoàn toàn bằng nhau thì ta nói, quan hệ của A và B là quan 
hệ bằng nhau. Chúng được biểu thị trên hình 8-3. Ví dụ số nguyên 
dương và số tự nhiên, phân số và số thập phân (thập phân hữu 
hạn và thập phân vô hạn tuần hoàn), v.v... 


Hình 8-3 Hình 8-4 


bÃI 


Quan hệ phụ thuộc : nếu phạm vi khái niệm B bao gồm phạm vi 
khái niệm A thì ta nói khái niệm A phụ thuộc khái niệm B, như 
hình vẽ 8-4 biểu thị. 


Trong toán học loại khái niệm quan hệ phụ thuộc rất nhiều 
như số hữu tỉ, số vô tỈ và số thực ; số nguyên, phân số và-số hữu 
tỉ ; phép tính căn bậc hai và căn bậc hai ; phương trình bậc nhất 
1 ẩn số, phương trình bậc hai 1 ẩn số và phương trỉnh dạng 
nguyên ; hàm số tỉ lệ thuận và hàm số bậc nhất ; góc nhọn, góc 
vuông, góc tù, góc bẹt và góc ; tam giác đều và tam giác đồng 
dạng ; hình lăng trụ và hình bình hành ; hàm số sin và hàm số 
lượng giác, v.v... 


Quan hệ ngang nhau : phạm vì khái niệm A và khái niệm B hoàn 
toàn khác nhau, nhưng đều phụ thuộc khái niệm C, vậy ta nói 
khái niệm A và khái niệm B cố quan 
hệ ngang nhau như trên hình 8-5 
đã vẽ. 


Như số nguyên và phân số, tuy 
phạm vi của chúng khác nhau, nhưng 
đều thuộc khái niệm số hữu tỉ cho 
nên số nguyên và phân số là hai khái 
niệm ngang nhau. Ngoài ra còn có số 
hữu tỈ và số vô tỈ ; căn thức bậc hai 
và căn thức bậc ba ; phương trình 1 
ẩn số và phương trình 2 ẩn số. ; hÌnh 
bình hành và hình chữ nhất ; hàm số 
bậc nhất và hàm số bậc 2 ; hàm số 
sin và hàm số cosin, v.v... đều là những quan hệ ngang nhau. 


Hình 8~5 


Quan hệ mâu thuẫn : hàm nghĩa của khái niệm A và khái niệm 
B hoàn toàn ngược nhau, khi đó ta nói khái niệm A và khái niệm 
B có quan hệ mâu thuẫn. Ví dụ lũy thừa và khai căn ; tỉ lệ thuận 
và tỉ lệ nghịch ; giá trị cực đại và cực tiểu ; tăng và giảm, v.v... 
đều là những quan hệ mâu thuẫn. 
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Trong quá trình học các khái niệm, nên thường xuyên phân tích 
và so sánh quan hệ của chúng để dần dần hiểu sâu các khái niệm. 


5. Tìm hiểu sự biến hóa và phát triển của các khái niệm 

Trên kia đã nói, mỗi khái niệm đều có một hàm nghĩa xác định. 
Đó là căn cứ để phân các khái niệm với nhau. Vậy có thể cho 
rằng hàm nghĩa của mỗi khái niệm là mãi mãi không thay đổi 
không ? Chúng ta thử xem trong sách giáo khoa hình học, "góc" 
được định nghĩa như thế nào ? Ở cấp I, góc là "hình vẽ được tạo 
thành bởi hai đường thẳng xuất phát từ một điểm". Còn trong 
tam giác lượng thì góc được xem là "là một tỉa quay quanh một 
đầu của nó mà hỉnh thành". Điều đó chứng tỏ khái niệm về góc 
đã thay đổi và phát triển. Trên thực tế không ít khái niệm toán 
học đều đang thay đổi và phát triển. 

Do khoa học, kí thuật không ngừng phát triển, nhận thức của 
con người về sự vật cũng ngày càng đi sâu và tỉnh tế hơn. Do đó 
những khái niệm phản ánh những đặc trưng bán chất của sự vật 
cũng không ngừng phát triển. VÍ dụ môn đại số là từ các phép 
tính mở rộng phát triển mà thành. Bát đầu là khoa học nghiên 
cứu dùng các chữ cái để biểu thị các phép tính, về sau phát triển 
thành khoa học nghiên cứu lí luận phương trình, tức là môn đại 
số trong sách giáo khoa hiện nay. Ngày nay đại số đã trở thành 
khoa học nghiên cứu các cấu trúc của toán học. Tên gọi "đại số" 
tuy chưa thay đổi nhưng hàm nghĩa của nó thì đã thay đổi rất 
sâu sắc. 

Làm sáng tỏ hàm nghĩa của những khái niệm nào trong sách 
giáo khoa đã có sự thay đổi và phát triển, rất có ích cho việc hiểu 


biện chứng. 


Sự phát triển các khái niệm trong toán học phổ thông có ba 
loại hình khác nhau. 


Loại thứ nhất là hoàn thiện. Cùng với sự mở rộng phạm vi nghiên 
cứu, hàm nghĩa của các khái niệm cũng ngày càng hoàn chỉnh. 
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Ví dụ khái niệm góc. Trong hình học phẳng thường dùng định 
nghĩa rất ổn định là "hình được tạo thành bởi hai đường thẳng 
- cùng xuất phát từ một điểm chung". Hiến nhiên, điều này chỉ phù 
hợp với góc dương trong phạm vi từ 09 - 3609, Trong tam giác 
lượng định nghĩa của góc là "hình được tạo thành bởi một tia quay 
quanh một đầu của nó :. Tức là từ trạng thái tỉnh sang trạng thái 
động. Với định nghĩa này phạm vi của góc mở rộng thành góc lớn 
nhỏ bất kÌ (bao gồm góc dương, góc âm và góc không). Đến hình 
học không gian lại có "góc giữa đường thẳng và mặt phẳng", "góc 
nhị diện". Khái niệm góc trong mặt phẳng phát triển sang không 
gian, biến thành ngày càng hoàn thiện hơn. 


Loại thứ hai là phát triển theo chiều dọc. Khái niệm phát triển 
theo chiều dọc về sau bao hàm cả khái niệm đã nới ở trên. 


Ví dụ khái niệm về giá trị tuyệt đối. Ỏ cấp hai định nghĩa trị 
số tuyệt đối của số thực a là : 


a (A> 0) 
la =4 0a=0® 
—a (a < 0) 


Lên cấp PTTH, sau khi mở rộng đến phức số, phức số a + bi 
(a, b € R) cớ trị số tuyệt đối là |a + bi| = [a2 + b2. Như vậy trị 
số tuyệt đối của số thực có thể được xem là trường hợp đặc biệt 
của số phức. Định nghĩa trị số tuyệt đối của số thực hoàn toàn có 
thể được thay bằng trị số tuyệt đối của số phức. 


Loại thứ ba là mở rộng theo chiều ngang. Tên gọi thì còn nhưng 
thực chất là mất. 


Ví dụ định nghĩa của số mũ là : 


ũy thừa số mũ ên dươ "h = a.a... ê 
Lũy thừa số mũ nguyên ng a a.a...a(n nguyên dương) 


n lần a 


Lũy thừa mũ không a° = l1 (a z 0) 
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,x 


1 
Lũy thừa mũ âm a~n" = = (a # 0, n nguyên dương) 
a 


m — 
Lũy thừa mũ phân số dương a„ = "\lam (m, n nguyên dương, 
a>() : 


m 1 \ 

Lũy thừa mũ phân số âm a”n = -g— (m, n nguyên dương, 

am 
a> 0) 

Lũy thừa số mũ vô tỉ an" (a > 0, n số vô tỉ) là giới han chung 
của hai dãy số vô cùng được tạo thành bởi các giá trị gần thiếu, 
và gần thừa của n. 

Từ sự phát triển của khái niệm lũy thừa cớ thể thấy rõ : khái 
niệm lũy thừa sau cùng đã hoàn toàn khác xa với khái niệm ban 
đầu. Do đó mà nói tên gọi thỉ còn nhưng thực chất đã mất. 


8 - LÀM SAO ĐỂ HỌC TỐT ĐỊNH LÍ 


Định lí toán học là căn cứ quan trọng để giải bài tập. Nó khác 
với định nghĩa, khái niệm ở chỗ không dùng phương pháp khái 
quát trừu tượng để đưa ra những quy định về ý nghĩa của một 
khái niệm nào đó, mà là vận dụng phương pháp suy diễn lô-gic, 
căn cứ vào những định nghĩa, những nguyên lí và định lí đã biết, 
với những dữ kiện đã cho để tìm ra kết luận mới. Do đó việc học 
định lí không giống học các khái niệm toán học. Vậy làm thế nào 
để học tốt định lí ? 


1. Học cách phân tích định tí 
Bất kì định lí, quy tắc và công thức toán học nào cũng đều diễn 


tả các mối quan hệ giữa các khái niệm theo một điều kiện nhất 


3õ 


định. Do đó khi phân tích các định lí, quy tắc và công thức phải 
hết sức chú ý phân tích sự liên quan giữa các khái niệm. 


1.1. Phải dựa trên tổng thể để tìm hiểu hàm nghĩa : Khi gặp một 
định lí, quy tác và công thức mới, trước hết phải tập trung sức 
để hiểu một cách tổng thể chứ không nên cứ bám khư khư vào 
từng chỉ tiết. VÍ dụ : quy tắc bỏ dấu ngoặc trong phép tính đại 
số, trong sách lời văn ghi là : "khi trước dấu ngoặc có dấu cộng, 
thì khi bỏ dấu ngoặc, bỏ luôn dấu cộng trước nó, dấu của các số 
hạng trong ngoặc không thay đổi ; khi trước dấu ngoặc là dấu trừ, 
khi bỏ dấu ngoặc phải bỏ luôn dấu trừ và đổi dấu tất cả các số 
hạng trong ngoặc". Như vậy theo câu chữ thì ta có hai quy tắc bỏ 
dấu ngoặc khác nhau : bỏ dấu ngoặc và bỏ luôn dấu "+" hoặc dấu 
*_—" trước nơ ; sau khi bỏ dấu ngoặc hình thức thay đổi nhưng giá 
trị không thay đổi. 

Đối với những định lí, quy tắc dùng lời để diễn đạt, nếu có thể 
dùng ngôn ngữ kí hiệu để diễn đạt chúng thì ta có thể từ trên 
kết cấu các phép tính của biểu thức để nhận ra chúng, từ đó có 
thể hiểu rõ mối quan hệ giữa các khái niệm mà quy tắc hay định 
lí muốn diễn đạt. Ví dụ theo quy tắc bỏ dấu ngoặc, ta có thể viết 
như sau : 


a+(b-c)=a+b-c 
a—(Œbồb-c)=a-b+c. 
Nói chung bỏ dấu ngoặc là một hình thức biến đổi biểu thức, 
nhưng vẫn bảo đảm giá trị hai vế của đẳng thức bằng nhau. 


Dưới đây, ta thử xem khi bỏ dấu ngoặc của đẳng thức sau có 
gì sai sót không ? a2 - (2a - b - c) = a2 - 2a - b — c. Nhất định 
bạn sẽ nới bài này giải sai. Đúng thế, vì sau khi bỏ dấu ngoặc và 
dấu "-" trước nó, hai số hạng -b, -c phải đối dấu mới đúng. 

Ví dụ : Xét đẳng thức log : al9saN = N. Theo hình thức diễn 
đạt ấy mà nơi thì đó là một dạng lũy thừa có số mũ là log. Ý 
nghĩa của đẳng thức đó là : lấy a làm cơ số, số mũ là log.NÑ nên 
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đẳng thức vẫn bằng N. Hiểu được ý nghĩa của đẳng thức log ta 
Ị 1 

sẽ tìm được rất nhanh 2los7 = 7. Còn 2l9gz7 z 7, vÌ cơ số của 

số mũ khác với cơ số 2. 

Trong hình học không gian, định lí quan hệ của đường thẳng 
và mặt phẳng đều có thể dùng các kí hiệu về quan hệ tập hợp để 
diễn đạt. VÍ dụ định lí về tính chất song song của hai mặt phẳng 
như sau : "Nếu hai mặt phẳng song song đồng thời cắt một mặt 
phẳng thứ ba thì hai giao tuyến của chúng song song với 
nhau". Câu đó có thể diễn đạt như sau : "Nếu c // Ø, « fñ y = a, 
8ny =b thì a //b". 


Từ dạng diễn đạt đó ta dễ dàng thấy được : điều kiện để từ 
định lí hai mặt phẳng song song suy ra hai đường thẳng song song 
là phải tồn tại mặt phẳng thứ ba cát hai mặt phẳng kia. 

Có những định lí cách diễn đạt rất dài, mối quan hệ khá phức 
tạp, vÌ vậy trước hết cần phải hiểu rõ ý nghia khái niệm của từng 
phần, sau đó mới tìm hiểu nó trên tổng thể. Ví dụ định lí về các 
đường thẳng song song chia một đường thẳng khác thành những 
đoạn bàng nhau trong hình học phẳng là : "Hai đường thẳng bị 
một nhóm đường thẳng song song chia cất, nếu một trong những 
đường thẳng ấy ta nhận được những đoạn thẳng bằng nhau thì 
trên đường thẳng kia cũng sẽ nhận được những đoạn thẳng bằng 
nhau". Định lí này có thể phân tích thành ba ý như sau : 

A. Hai đường thẳng bị một nhóm đường thẳng song song chia 
cất ; 

B. Nếu trên 1 đường thẳng nhận được những đoạn thẳng bằng 
nhau ; 

C. Vậy trên đường thẳng kia cũng nhận được những đoạn thẳng 
bằng nhau. 

Tơ hiểu A như sau : Hai đường thẳng ở đây là hai đường thẳng 
có vị trí bất kì (song song hoặc giao nhau). 1 nhóm đường thẳng 
song song là chỉ 3 đường hoặc từ 3 đường trở lên "song song với 
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nhau, khoảng cách giữa chúng có thể bằng nhau hoặc khác nhau. 
Ý của phần này là cho 3 đường thẳng hoặc 3 đường thẳng trở lên 
song song với nhau cát 2 đường thẳng kia (có thể song song hoặc 
không song song với nhau) theo góc tùy ý (có thể là cắt theo góc 
vuông, hoặc cắt xiên). : 


Đốt uới B ta có thể hiểu : Một trong hai đường thẳng bị cắt 
thành những đoạn bằng nhau (những đoạn bằng nhau này nói 
chung không biểu thị khoảng cách giữa hai đường thẳng song 
song). Nhưng từ đó có thể suy ra, nhóm đường thẳng song song 
này nhất định cố khoảng cách đều nhau. Thực tế là điều kiện B 
đã bổ sung và hạn chế đối với điều kiện A. 


Đối uới C ta có thể hiểu : Nhóm các đường thẳng song song 
này cũng đã cất đường thẳng kia thành những đoạn thẳng cũng 
bằng nhau. Cần chú ý : những đoạn thẳng bằng nhau ấy là cùng 
nằm trên một đường thẳng bị cát, chứ không có nghĩa nói đoạn 
thẳng trên đường thẳng thứ nhất bằng đoạn thẳng trên đường 
thẳng thứ hai. Kết hợp cả 3 điều kiện A, B, C ta sẽ hiểu được 
định lí ấy một cách hoàn chỉnh. 


1.2. Phân biệt rõ điều kiện và kết luận. Các định lÍ, quay tắc và 
công thức trong toán học là một loại mệnh đề, nó được chia thành 
2 phần là điều kiện và kết luận. Điều kiện là nguyên nhân, còn 
kết luận là kết quả được rút ra trực tiếp từ nguyên nhân. Vì các 
định lí, quy tắc và công thức đều là những mệnh đề chính xác 
(hoặc mệnh đề thật), cho nên điều kiện và kết luận trong mệnh 
đề không thể đảo ngược nhau. Nếu đảo thì nó sẽ không còn là 
mệnh đề ban đầu nữa, mà trở thành mệnh đề ngược. Nói chung 
có mệnh đề thuận, nhưng chưa chắc cố mệnh đề ngược. Có khi 
mệnh đề ngược đúng, nhưng tác dụng của nó đối với mệnh đề ban 
đầu có thể đã đổi khác. 

Ta có thể phân biệt các điều kiện và kết luận trong định lí, 
quy tắc và công thức thành hai trường hợp. Trường hợp thứ nhất 
trong lời văn thường lấy dạng câu "nếu... thì..." làm chuẩn. Rõ 
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ràng phần câu sau chữ "nếu" là điều kiện, phần câu sau chữ "thì" 
là kết luận. Ví dụ về định lí các đường thẳng song song chia hai 
đường thẳng ở trên là thuộc loại này. 


Trường hợp thứ hai là trong câu văn không có chữ "nếu ... thì..." 
tức là câu không có dạng điển hình. VÍ dụ : các công thức, quy 
tác chỉ là 1 đẳng thức, lúc đó phạm vi khoảng xác định giá trị của 
những biểu thức và đại lượng bằng chữ ở phía trái dấu "=" sẽ là 
điều kiện, những kí hiệu bên phải dấu bằng là kết luận. Ví dụ 
trong đẳng thức aloeðN = N, "alo,N (a > 0 và a # !,NÑ >0) là 
điều kiện, còn "=N" là kết luận. 


Cũng có những dạng câu viết vắn tất, như định lí đoạn thẳng 
| 1 
nối trung điểm hai cạnh bên tam giác thỉ song song và bằng D 


đáy tam giác". Chúng ta có thể tìm được động từ mà câu nói trên 
biểu thị. Ví dụ động từ diễn dạt quan hệ số lượng là : bằng nhau, 
bằng, lớn hơn, nhỏ hơn, không lớn hơn, ... ; những động từ biểu 
thị quan hệ vị trí như : song song, vuông góc. Nói chung phần ở 
phía trước "động từ biểu thị quan hệ" là phần điều kiện, phần sau 
động từ là kết luận. Cố những định lí lời văn rất ngắn gọn, như 
"góc đối đỉnh bằng nhau", "góc bù của hai góc bằng nhau thì bằng 
nhau". Khi động từ của định lí đặt ở cuối câu phán đoán thì có 
thể đổi câu định lí thành dạng câu điển hình. Ví dụ câu "góc đối 
đỉnh bằng nhau" có thể đổi thành câu "Nếu có hai góc là góc đối 
đỉnh thì hai góc đó sẽ bằng nhau". Như thế thì phần điều kiện và 
kết luận rất rõ ràng. 


1.3. Hãy chú ý điều kiện hạn chế. Ngoài việc nắm vững điều kiện 
và kết luận của định líÍ, quy tấc, công thức ra ta còn cần phải hết 
sức chú ý đến các điều kiện hạn chế sự hình thành của kết luận. 
Dưới đây xin giới thiệu hai quá trình giản hóa phép tính căn làm 
ví dụ. 


_ Hãy đơn giả ì °ío + 45. {2 - Võ 
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Cách giải 1: “*{9+4ý5.. *{2-ý5 = “{s+4vV5. “[@—5)2 

= “J9 + 4V5. “{9 - 4Vỗ = “(9 + 4V5)(9 - 4V5)_ 
“Í81 ~ 80 = 1 

Cách giải 2 : “{9+4{5. {2-5 = “{9+4ý5. | -(dŠ-2) 

= - “{(9+4 5) (9-45) = - “Ï81—80 = - 


Hai kết quả khác nhau ! Vậy kết quả nào đúng, kết quả nào 
sai ? Muốn thế phải so sánh hai cách giải để tìm ra chỗ khác nhau. 
Có lẽ bạn đã phát hiện được chỗ khác nhau là do biến đổi 


3[z — Võ mà ra. 
Ở Cách giải 1: {2 - V5 = “{(@ - vã 
Ở Cách giải 2: *[2-V5 = *{-WŠ-2) = - “WŠ-2ˆ 


Cả hai cách giải đều ứng dụng tính chất cơ bản cửa căn thức, 
tức đều nâng chỉ số phép căn và số mũ của số bị căn lên hai lần. 
Sai sót xảy ra chính là ở đây. Những học sinh cẩn thận chắc sẽ 
phát hiện (2 — Vỗð) < 0, Vỗ -— 2 > 0. Trong lúc đớ tính chất cơ 
bân của căn thức là "P{amp = "{am chỉ khi a > 0, cũng tức là 
nơi : chỉ khi số bị khai căn không phải là số âưa thì khi ta nhân 
hoặc chia chỉ số căn và số mũ của số bị khai căn cho một số nguyên 
dương, giá trị của căn thức mới không bị thay đổi. Chú ý điều 
kiện a > 0 mới chính là tính chất cơ bản chỉ trong phép tính khai 


căn mới có. 3{ 2 ~ Võ là căn bậc ba âm, không hợp vớ: điều kiện 
a > 0 cho nên 3 [2 ~ Võ # (2 — Ýð)2 nên cách giải 1 sai. 


Ví dụ khác. Trong quy tắc phép tính giới hạn, điều kiện khống 
chế là hai số đều phải cớ giới hạn, lúc dó mới có thể áp dụng các 
phép tính cộng, trừ, nhân, chia được. Như lima, = A, limb, = B, 


n~e>œ n—>® 
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nên mới có lim(a,+ bạ) = lima, + limb, = A + B. Nếu không 
n>œ TỊ —® n—> œ 
chú ý đến điều kiện số liệt {a,}, {bạ} có giới hạn mà áp dụng bừa 
các quy tác thÌ nhất định sẽ sai lầm. Như limÝn . (Ýn— Ýn+ l) có 
n—>wœ 
học sinh giải là : 
limÍn(Vn~ Ýn+ 1) = lim(n— Ýn(n+ 1) = limn— limÝn(n+ ]) 


n->«œ n—oœ n—>wœ Tì — 


\ 


Giải như thế là sai vì lim Ứn và lim Vn(n + I) đều không có 
n>wœ n—> œ 
giới hạn. nên hiệu của chúng không xác định. Cách giải đúng 
phải là : 


_Ýn —1 | 
TẾ TRÍ) mo {n+1 2mm [TTT” kế nanb ~3- 


1+ l+— 
n 


Đương nhiên các điều kiện khống chế trong định lí, quy tấc và 
công thức vô cùng quan trọng. Vậy làm sao để có thể nhớ nó ? 

Có một cách là bạn thử giả thiết nếu không cố những điều kiện 
đó thỉ sẽ dẫn đến những kết quả sai như thế nào, từ đó sẽ rút ra 
những bài học hoặc ấn tượng sâu sắc. 

Sau khi đã hiểu rõ điều kiện áp dụng của các định lí, quy tắc, 
công thức, lúc dùng chúng phải luôn luôn chú ý tới : 


cC : 
Ta xét bài tập sau : nếu x = —_——~ # —_— = thì giá trị 


1 3 
của x có thể là : 7 ; - ; g hoặc -Ì ; ; ø- Tìm xem đáp số nào đíng ? 


[b+d+...+n) z 0] 


ZI” mỊg 


Œœọ+d+...+n) z 0 là điều kiện để áp dụng định lí. 
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_..-.4£+{££đ........... 
VÌ dã biết X= tục “ n†e C TT” 


Khi a +b+ec z 0, ta có 


_ a +b+ec "_.-.......... 
*“b+c+(a+c)+(a+b) 2a +b+c) 2 
Khi a +b +ce= 0ta cóa =-(b+ec); b= - (a +e©), 

€ = - (a+b) cho nên l 
=.. an hỐ, 
* “b+c a+c a+b 
1 
Vậy x = ø hay x = -l là đáp số đúng ? 


Ngoài ra còn phải chú ý đến các điều kiện ẩn. VÍ dụ 
ÝVa .Ýb = Ýab. (a > 0, b > 0). Ở đây điều kiện a > 0 và b > 0 
đã cho rõ ràng, cụ thể. Nhưng với đề bài thực hiện phép tính 


Yab. \ 5 — a thì lúc đó ta phải phân tích tìm ra điều kiện để phép 


tính có nghĩa. Ta dễ dàng thấy điều kiện đó là "ab > 0 và b z 0" 
hoặc ta viết thành "a > 0, b > 0" hoặc a < 0,b< 0". Do đó 


la 0 (a>®) 
Vab. 77995.0a0070086- 0177 TS SG, 


Nếu chỉ chú ý đến a > 0, b > 0 mà bỏ qua điều kiện ẩn a < 
0, b < 0 thì sẽ tìm ra kết quả không đầy đủ, 
Ví dụ xét đẳng thức log b = ———, điều kiện ẩn là b > 0 và 
log, a 
b # 1. Đó là điều kiện rất dễ bỏ qua. Khi giải phương trình log, 
nếu bỏ qua điều kiện ẩn sẽ làm cho khoảng xác định bị thay đổi, 
dễ bỏ mất nghiệm. 


1.4..Cụ thể hóa định lí, quy tắc, công thức. Các định lí, quy tắc, 
công thức toán được áp dụng với những điều kiện cụ thể và cho 
phép. Do đó muốn hiểu chính xác và áp dụng chúng thì phải cụ 
thể hóa nó ra, thành thạo nêu lên được những ví dụ thực tế. 
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Ví dụ tính chất căn thức bậc hai là a7 = |a|. Khi a = -õ, 
Ý{Œð)? = |-B| = 5 ; Khi a = x - 1,VŒ ~ D7 = |x - 1|. 

Sau khi học hằng đẳng thức đáng nhớ (a + b)2 = a2 + 2ab + b2 

bạn có thể tự đặt ra một số ví dụ để khảo nghiệm, như 

1 : 
(2x + 1)? = ?; (gmn + p} = ? Nếu làm đúng, chứng tỏ bạn 
không những đã hiểu mà còn nắm vững. 

Đối với định lí các đường thẳng song song chia đường thẳng 
thành những đoạn thẳng bằng nhau ở trên kia, có thể cụ thể 
hóa bằng những hình vẽ và đưa về những trường hợp điển hình 
(hỉnh 9~1). 


Hình 9-1 
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2. Phân tích tác dụng của định lí 

Mỗi định lí của toán học đều có tác dụng riêng. Làm rõ tác 
dụng của định lí sẽ hạn chế được những suy nghĩ mù quáng trong 
giải bài tập. 

Làm thế nào để phân tích được tác dụng của định lí ? 


2.1. Hãy nghiên cứu sự chuyển hóa từ "điều kiện" sang "kết quả". 

Trên kia đã nói quan hệ giữa điều kiện và kết quả của định lí 
là "quan hệ nhân quả". Tác dụng của định lí là ở chỗ chuyển hóa. 
Do đó khi học định lí, tuyệt đối không được dừng lại ở chỗ hiểu 
lời văn mà phải trên cơ sở đó tìm ra mối quan hệ chuyển hóa của 
chúng. Dưới đây xin đưa ra mấy ví du để độc giả tự tìm ra ý nghĩa 
của vấn đề. 

VÍ dụ : Tính chất của căn bậc hai Va2 = |a|: So sánh hai vế 
của đẳng thức ta có thể thấy nó có ba tác dụng sau : 

Thứ nhất : giá trị Ýa? là |a|, tức là có thể căn cứ vào tính 
chất này để tỉm căn của một số bình phương. 

Thứ hai : Tính chất đó cho ta biết giữa Va7 và a có thể chuyển 
hớa, tức là từ hình thức biểu diễn này có thể đổi thành hình thức 
biểu diễn khác, ở đây căn bậc hai của a2 có thể biểu diễn là | a|, 
tương tự |a| có thể biểu diễn thành a7. 

Trong giải bài tập, sự chuyển hớa về cách biểu diễn rất có ích, 
nó có thể giúp ta dễ dàng trong nhiều trường hợp. 

Xen ví dụ sau : cho biết x + y = 2, xy = -l. Tìm |x - y| ? Vận 
dụng tính chất căn bậc hai, có thể viết : 


|x - y| = Ýœ - y}# = Ýœ + y} ~ 4xy = Ý4 + 4 = 22 


Thứ ba, nó chứng tỏ số bình phương trong dấu căn có thể đưa 
ra ngoài, hoặc một số không âm ở ngoài dấu căn có thể đưa vào 
trong căn. 


Như -xỶy (x < 0) có thể viết thành V(-x)2y = x'y. 
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1 
Công thức tính diện tích tam giác Š = 2 ab sinC 


Điều kiện của công thức đó là : a, b là cạnh tam giác, góc C 
là góc kẹp giữa hai canh a, b. Lúc đó ta sẽ có kết luận diện tích 
1 : 
hình tam giác Š = 2b sinC. » 
Tác dụng : Thứ nhất : Qua hai cạnh và góc kẹp giữa chúng của 
tam giác, có thể tìm được diện tích tam giác (dùng trực tiếp công 
thức). 


R 25 
Thứ hai : Có thể tỉm sinC : sinC = na (biến đổi công thức). 


Qua đây ta lại phát hiện tiếp biểu thức lượng giác và đại số có 
thể chuyển hóa lẫn nhau. 


25 


2 : ` cUÊP T1 TẾ 
Thứ ba : có thể tìm ahayb:a = G; “ nsinc tbiến đổi 


công thức). 


285 
Thứ tư : tỉm ab : ab = sinC (biến đổi công thức). Dùng phương 


pháp trên để phân tích tác dụng của định lí, thực chất là khảo 
sát định lí đó. Ngoài ra thông qua làm bài tập để hiểu sâu hơn 
và biết được công dụng nào của định lí là chủ yếu nhất. 


2.2. Tìm hiểu ứng dụng của định lí. Trên cơ sở phân tích điều 
kiện và kết luận của định lí, qua giải bài tập ta còn tìm hiểu ứng 
dụng của định lí. 

Ví dụ qua phân tích quan hệ giữa nghiệm của phương trình bậc 
hai với các hệ số ta thấy định lí có ứng dụng sau : căn cứ vào hệ 
số của phương trình , không cần giải phương trình cũng có thể 
tìm được giá trị tổng và tích của hai nghiệm (định lí Viét). Từ đó 
ta có thể tiến thêm biết được định lí đảo và các ứng dụng, thể 
hiện dưới các mặt sau : 

Không giải phương trình, tìm giá trị biểu thức đại số của 
hai nghiệm ; lập phương trình bậc hai mới ; tìm hệ số của 


45 


phương trình ; tìm khoảng 
cách giữa hai giao điểm của 
trục x với đồ thị. 

Ta trở lại xét định lÍ các 
đường thẳng song song cắt hai 
đường thẳng. 

Từ hình 9-2 ta có thể viết : 


AD AE 


Hình 9-2 


Qua giải bài tập, ta có thể rút ra ứng dụng của định lí ở những 
mặt sau : 
:.. .. ., ÁD AE 
(1) Thông qua tỉ lệ thức DĐB F FC 
có thể xác định đoạn thẳng thứ tư. 


từ ba đoạn thẳng đã biết, 


(2) Dùng nớ để chứng minh tam giác đồng dạng. Trong hình 
học không gian, định lí ba đường thẳng vuông góc (trong mặt 
phẳng œ nếu có đường thẳng L với hÌnh chiếu b° của đường thẳng 
b lên mặt phẳng œ thì a cũng vuông góc với b). Tác dụng của định 
lí này là để phán đoán đường thẳng a trong mặt phẳng œ có vuông ˆ 
góc với đường thẳng b nằm ngoài 
mặt phẳng œ không ? L2) 

(3) Để tìm khoảng cách từ một 
điểm đến đường thẳng. 

Ví dụ. hình 9-3, cho biết PA 
vuông góc với hình chữ nhật D 
ABCD tại A, AD = a, CD = b. Tìm 
khoảng cách từ điểm P đến CD và _ 

BC. € 

(4) Tìm khoảng cách giữa các 
đường thẳng khác mặt phẳng. 

Hình 9-3 
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Ví dụ trên hình 9-4 vẽ hình 
vuông ABCD có cạnh a vuông 
góc với mặt phẳng chứa nửa 
cung tròn DEC có CD là đường 
kính. E là điểm nằm trên cung 

_——— 
tròn, ECD = 60°. Tìm khoảng 
cách của AD và BE ? 

Rõ ràng khoảng cách của 
hai đoạn thẳng AD và BE 
không cùng nằm trong một 
mặt phẳng thì trước hết phải 
tìm một đoạn thẳng thứ ba Hình 9-4 
đồng thời vuông góc với hai đoạn thẳng đó. 


Ta biết AD L DC, BC L DC nên AD và BC đều vuông góc với 


1 
mặt phẳng chứa ø cung tròn DEC. Do đó AD +1 DE. 


Mặt khác CE là hình chiếu của BE trên mặt phẳng CED, 
Vì CED = 909 nên DE + ĐC, tức DE vuông góc với hình chiếu 


của BE. Theo định lí ba đường thẳng không gian vuông góc, ta có 
DE 1 BB. 


Do đó DE là đường vuông 
góc chung của hai đường 
thẳng AD và BE. DE chính 
là khoảng cách của hai 
đường thẳng đó : 


(ð) Tính toán góc nhị diện. 
Trên hình 9-ð có hình lập 
phương ABCD.A¡B,C,D,, M 
là điểm giữa cạnh B¡C;. Tim 


Hình 9-5 


ˆ 
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độ lớn góc nhị diện được tạo thành bởi hai mặt phẳng chứa DBM 
và BMC;C. 

Để tìm góc nhị diện, trước hết ta phải vẽ góc nhị diện. Chú ý 
DC là đường thẳng vuông góc với mặt phẳng BMC,C, do đó trong 
mặt phẳng BMC;C chỉ cần vẽ CH L BM. Nối DH. Theo định lí 
ba đường thẳng vuông góc ta có DH 1 BM. Do đó DHC là góc 
nhị diện cần tìm. Ta tìm được góc nhị diện (D, BM, C) bằng 

{5 


arctg-=- 


9 - "HOẶC" VÀ "VÀ" TRONG TOÁN HỌC 


Trong toán ta thường gặp nhiều câu có chữ hoặc và và. Ví dụ : 

1) Nghiệm của bất đẳng thức |x| > 3làx > 3 hoặc x < -3 ; 

2) Đoạn thẳng nối hai điểm giữa cạnh bên của tam giác song 
song với đáy và bằng 1/2 cạnh đáy. 

Trong đó mục l) gồm hai mệnh đề đơn giản : "Nghiệm của bất 
đẳng thức |x| > 3 là x > 3" và "nghiệm của bất đẳng thức 
|x[ > 3 là x < -3" hợp thành. Giữa hai mệnh đề đó dùng chữ 
hoặc nối lại. 

Mục 2) gồm hai mệnh đề "đoạn nối hai điểm giữa cạnh bên của 
tam giác song song với đáy" và câu "đoạn nối hai điểm giữa cạnh 


1 
bên bằng 5 đáy" ghép thành, ỏ giữa dùng chữ và nối lại. 


Những loại câu gồm hai mệnh đề đơn giản, ở giữa dùng liên 
từ ôgic hoặc và và nối lại, ta gọi là mệnh đề phức. 

Nói chung, nếu dùng p và q biểu thị hai câu đơn giản thì mục 
1) thuộc loại mệnh đề "p hoặc q", mục 2) là mệnh đề "p và q”. 
Làm sao để hiểu được hai loại câu này khác nhau ? : 
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Trên ngữ nghĩa mà nới : câu dùng hoặc để nối, biểu thị hai 
sự vật ngang nhau ; câu dùng và để nối biểu thị sự vật có đồng 
thời hai tính chất. Ví dụ mục 1) nghiệm x > 3 và x < - là hai 
sự vật ngang nhau, trong hai nghiệm phải cố một nghiệm, nơi 
cách khác "không cái này thì cái kia". Trong mục 2} "đoạn nối 


1 R 
điểm giữa hai cạnh bên song song với đáy" và "bằng 5 cạnh đ:ựy" 
là hai tính chất có đồng thời, tức "vừa song song với đáy" vừa 


: 1 sa: 
"bằng 5 cạnh đáy". Đó không phải là "không cái này thì cái kia" 
mà là "đồng thời có". - 

Về mặt số lượng mà nơi : câu dùng chữ hoặc biểu thị các sự 
vật ngang nhau cộng lại, còn câu dùng và biểu thị một sự vật có 
nhiều tính chất. 

Từ ý nghĩa tập hợp mà nơi : câu dùng chữ hoặc biểu thị tập 
hợp tất cả các tính chất "của tập hợp A có tính chất p" với "tập 
hợp B có tính chất q". Còn câu dùng chữ và biểu thị giao các tính 
chất của hai tập hợp A và B. Ta có thể biểu diễn sự khác nhau 
bằng hình vẽ. 


Tập hợp A c©>tính chất p ; tập hợp B «> tính chất q. 
A U B<>tính chất p hoặc tính chất q 
An B«e>tinh chất p và tính chất q 


_.ấ x. bộc S6 EĐ Sen 


` 


(Am (AnB) 
` N sở 


NI + 


Hình 10-1 
Cũng có trường hợp hai chữ hoặc và và bị bỏ qua không 
dùng đến. 
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3) x, y là số thực ; 

4) x và y là số thực ; 

5) |x- 3| < 1 

6) AB CD 

Nếu dùng hoặc và và thì các câu trên có thể viết : 

3) "x là số thực" và "y là số thực" ; 

4) "x là số thực" và "y là số thực" ; 

5) "|x - 8| < 1" hoặc "|x - 8| = 1"; 

6) "AB //CD" và "AB = CD". 

Phân tích đặc điểm bốn câu trên ta thấy rõ : có một số câu 
dùng dấu "," để nối hai mệnh đề, có một số câu dùng chữ và, vậy 
"" và chữ và khi nào biểu thị là hoặc và và ? : 

Điều đó phải căn cứ trường hợp cụ thể mà phân tích. Ví dụ 
"a>b,b > c' dấu "," ở đây có nghĩa và, tức "a > b và b > c". Còn 
"a = 0,a = 1', dấu "," ở đây là hoặc, tức "a = 0 hoặc a = Ì, 

Thử phân tích xem chữ hoặc và và dưới đây dùng đúng 
hay sai. 

7) "-3 < x< 8!" biểu thị "x > - 3 hoặc x < 8". 

8) "Nghiệm của phương trình x2 - 2x - 3 > 0 là x < -1 
và x > Ở" 

Giải thích : 7) và 8) đều không đúng. Vì "x > -3 hoặc x < 3" 
thực chất là nói "x là số thực bất kì”, tức x € R; còn số thực mà 
"x < -l và x > 3" muốn biểu thị là không tồn tại, tức x € ở. 


Khi học, trên cơ sở hiểu đúng sự khác nhau giữa hoặc và và, 
ngoài việc biết dùng nó đúng còn cần phải biết những vấn đề có 
liên quan với hai từ đó. 
x2 —=2x-3> 0 


LÍ `... = H ⁄ 
Vị dụ 1. Giải hệ bất đẳng thức 24 >7 
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+ — 
10 2ã5e08/ 5018. PIẬP PhSP Hô 


ta 3 2 1 
GIẦY 8 uy 2u vệ x>3z 
2 
x < ~-l hoặc x > 3 1 
. =x.>3° 
2 
Thuyết minh : 
x < -l hoặc x > 8 x < —Il 
x ~ .ì + 8: h 1 
Hệ bất phương trỉnh Tàu g biểu thị AN s- 
2 2 
x>ổ 
hoặc Í.% 
lệ 


` x < a hoặc x >b 
Nói chung ` 
Và x > €C 


6 x < a hoặc x >b,.„ x<a x>b 
tức tức hoác : 
x>eC x>eC x>(€C 


Ví dụ 2. Giả thiết khoảng xác định của hàm số fŒœ) là 0 < x < 1. 
Tìm khoảng xác định của hàm số f(x2 - l). 


Giải : Từ đề ra ta biết 0 < x2 - 1 < l«©l<x?2< 2 


x¿> 1 x< —l hoặc x > Ì ` 
la <x «©©-Ý2 < x < -l hoặc 


1<x< V2 


Cho nên khoảng xác định của f(x2 


_ l1 là. 
x€(CÝ2, -I) LJ (1, V2). 


Ví dụ 3. Giải phương trình log „¡ (2x2 + 3x — ð) = 2 


Giải. Nghiệm của phương trình log,.¡ (2x2 + 3x — ð) 


B1 


2x2 + 3x — 5 = (x + 1)2 
2x2 + 3x —- 5B >0 
x+lI>0O0vàx +1 z ] 


» 
lI 


2 hoặc x = 3 


5 
x < —a hoặc x > Ì 
E 2 
x > —l và x # 0 ` 
x > —Ì và x z# 0 


x= 2 x= -3 


5 
X < — a hoặc x > Í 


2 


2 
x > —Ïl và x z 0 mac 


õ 
x<—-cẶ hoặc x > Ì hoặc 


x*. tx—6=0 
«©s>i(2x + 5)%x — l) > 0 = 


» 
V VI 
—ˆ 


~3 
1 «Sex = 2 


5 
hoặc ‡x < — E] hoặc 
~l và x z# 0 


» 
V V1 


x = 2 hoặc x = 3 
b 
Thuyết minh : Hệ bất phương trình ‡x < — 5 hoặc x > 1 
x > -Ì và x z 0 
là vấn đề tương quan giữa "hoặc" và "và" khá phức tạp. Dùng 


phương pháp tập hợp để giải quyết loại vấn đề này là "trước hết 
tìm từng tập giao, sau đó mới kết hợp chúng lại". 


l...... x>a x>a 
Nói chung Jx > c hoặc x < d«©j4x > choặc ‡x < d 
|x>s x>e x>e 
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x<b x<b 
hoặc 4x > c hoặc 4x < d 
x>e x>e 


10 - VƯỢT QUA CHỖ NGOẶT 


Trong cuộc sống, có lẽ bạn đã nhiều lần có cảm giác sau : khi 
xe ôtô vượt nhanh qua chỗ ngoặt, hành khách trong xe bị nghiêng 
đảo người, rất khó chịu, đó là do tác dụng của quán tính. Trong 
học tập cũng có quán tính. Khi ta học hết phần trước, chuyển 
sang phần sau, tuy nội dung đã thay đổi, cỗ xe tư duy đã chuyển 
sang quỹ đạo mới, nhưng thối quen và phương pháp tư duy trước 
đây của ta vẫn còn chưa thay đổi, thường làm cho cỗ xe tư duy 
lệch quỹ đạo mới. Tất nhiên tập quán hoặc tính thích ứng sẽ thay 
đổi dần theo quá trình học tập, nhưng phải trải qua một thời gian. 
Để học tốt chương mới, ta cần cố gắng sớm thích ứng với nội dung 
mới để vượt qua bước ngoặt một cách mau chóng và thuận lợi. 


Toán phổ thông có bốn chỗ ngoặt lớn : 

1) Từ số học chuyển sang đại số ; 

2) Từ đại số sang hỉnh học ; 

3) Từ toán các đại lượng là hằng số sang toán có các biến số ; 
4) Từ hình học phẳng sang hình học không gian. 


Tất nhiên trong từng phần ngoặt lớn lại có các bước ngoặt nhỏ. 
Lấy từ số học chuyển sang đại số làm ví dụ, trong đó có ba chỗ 
ngoặt quan trọng : Thứ nhất là từ các phép tính số học (số nguyên 
và phân số) chuyển sang số hữu tỉ ; thứ hai, từ dùng con số để 
biểu thị một số chuyển sang dùng chữ cái biểu thị một số ; thứ 
ba, từ số hữu tỉ sang số thực. Muốn học tốt toán, vừa đòi hỏi vượt 
qua các chỗ ngoặt lớn, vừa phải vượt tốt các chỗ ngoặt nhỏ. 
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Vậy, làm thế nào để thuận lợi vượt qua các chỗ ngoặt ? 


1. Phải nắm được đặc điểm của phần kiến thức mới 

Các kiến thức mới trong toán phổ thông đại thể được hình 
thành theo ba loại phương thức. Loại thứ nhất là trên cơ sở kiến 
thức cũ thêm một số nhân tố mới để hình thành kiến thức mới. 
VÍ dụ : trên cơ sở toán học ở cấp một, đưa vào những số ngược 
nhau làm nảy nở khái niệm số âm và số dương. Trong phương 
trình bậc nhất một ẩn số đưa thêm vào một ẩn số nữa thành 
phương trình hai ẩn số. Loại thứ hai là thay đổi kết cấu kiến thức 
cũ. Ví dụ phép khai căn là một khái niệm mới được đưa ra trên 
cơ sở phép tính ngược của phép tính lũy thừa. Loại thứ ba là xây 
dựng một cấu trúc kiến thức mới. VÍ dụ các kiến thức về phương 
trình hoàn toàn khác với các kiến thức về số học. Phương pháp 
nghiên cứu và nội dung của phần giới hạn của số liệt khác xa với 
phần hàm số. Nó nghiên cứu lí luận về một loại hàm số đặc biệt , 
có biến số n là số nguyên dương, và khi n -> œ thì hàm số đó biến 
đổi ra sao. 


2. Cần suy nghĩ và giải quyết vấn đề theo cách tư 
duy mới 

Sau khi đã hiểu rõ đặc điểm của phần kiến thức mới, phải cố 
gắng dựa theo những khái niệm mới, phương pháp mới, tức là 
theo phương thức tư duy mới để suy nghỉ và giải quyết vấn đề, 
luôn chú ý khác phục những ảnh hưởng xấu của nếp tư duy cũ, 
nếu không sẽ gặp phải sai lầm có tính nguyên tác. 

Đầu tiên ta thử bàn về cách tư duy đại số. Xét hai ví dụ dưới 
đây xem giải sai chỗ nào. 

1) So sánh a và -a cái nào lớn hơn. 

x 


- - kị b9 
2) Giải phương trình [RE DEETSEE 


Giải : 1) a > -a 
2) Từ đề bài ta được 1 - x = x - 1; x = l là nghiệm. Dễ dàng 
thấy rằng, bài 1) giải sai ở chỗ xem a là số dương, -a là âm. Đây 
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là do ảnh hưởng của thói quen dùng chữ số để biểu thị số, xem 
số có dấu "+" là số dương, như +3 ; còn số có dấu "-" xem là số 
âm, như ~1 chẳng hạn. Như thế là đã quên mất chữ cái biểu thị 
số bất kÌ, a có thể là số dương, số không hoặc số âm, còn -a là 
số ngược lại với a. 
' x xẻ 

Đề thứ hai giải sai ngay ở bước đầu tiên. Từ 1=. ni rút 
ngay ra Ì - x = x - l. Vì sao sai ? Là vì bị ảnh hưởng bởi "hai 
phân số bằng nhau, nếu tử số bằng nhau thì mẫu số cũng bằng 
nhau". Phán đoán này chỉ đúng với điều kiện tử số khác không. 
Ở đây tử số của hai vế trong phương trình là biến số x, giá trị 
của nó chưa xác định, nên không loại trừ khả năng nó bằng không. 
Do đó ta không có đủ lí do để rút ra kết quả l1 - x = x - 1. Thực 
tế là phương trình có l nghiệm x = 0, lúc đó mẫu số khác nhau. 


Khá nhiều học sinh mới lên cấp hai, khi học những bài toán 
ứng dụng cách lập phương trình để giải, vẫn chịu ảnh hưởng thói 
quen phương pháp tính số. Ví dụ với đề : Biết tổng hai số bằng 
1ð, số này lớn hơn số kia ð. Tìm mỗi số ? 


Có học sinh giải như sau : Giả thiết số nhỏ là x, ta có phương 
trình 


(15-5): 2 (1) 
x=õ 


Do đó số lớn bằng : x + ð = ð +ð = 10. 


x 


Ta thấy, tuy (1) là phương trình, nhưng thực chất đây vẫn là 
cách giải của số học. Là vì vế phải của (1) : (15 - 5) : 2 thực tế 
là phép tính tổng hợp để tìm số nhỏ. Nó chưa "dịch" được những 
mối quan hệ bằng nhau theo điều kiện của bài toán sang ngôn 
ngữ toán học. Nơi cách khác là chưa làm theo cách tư duy của 
loại toán ứng dụng phương trình để giải. Vậy làm thế nào mới gọi 
là cách giải đại số ? 

Cách tt duy của loại đề dùng lập phương trình để giải là tìm 
ra những mối quan hệ bằng nhau theo điều kiện của đề bài, "phiên 
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dịch" những quan hệ bằng nhau được tả bằng lời đó thành ngôn 
ngữ kí hiệu, sau đó giải phương trình, rồi kiểm nghiệm để tìm ra 
nghiệm. Theo cách tư duy này, ta nên nêu rõ quá trình tư 
duy ra : 


Giả thiết số lớn là x, số nhỏ là y. 


Ngôn ngữ đề bài Ngôn ngữ kí hiệu. 
Cho biết : (1) Tổng hai số là l5 x+y = lỗ 
Điều kiện : (2) x lớn hơn y là 5ð x¬—y =ð 
Cần tìm : số lớn, số nhỏ x=7?; yv=? 


Do đó tự nhiên lập được hệ phương trỉnh bậc nhất hai ẩn số 


x+y = lỗ 
x—y =ð 


Nếu bạn chỉ giả thiết một ẩn số thì phải cho một mối quan hệ 
bằng nhau nào đó trong điều kiện biểu thị thành một ẩn số khác. 


Giá thiết số nhỏ là x thì số lớn là x + ð [điều kiện (2)] căn cứ 
điều kiện (1) lập phương trình 


(x+ð) +x = lỗ. 


Tất nhiên cũng có thể làm như sau : 
Giả thiết số nhỏ là x thì số lớn là 15 - x [điều kiện (1)]. 
Do đó, theo điều kiện (2) ta lập được phương trình 


(15 ~ x) -x = Šð. 


Dùng chữ cái để biểu thị số, dùng các phép tính và phương 
trình có chứa các đại lượng bằng chữ để giải toán, đó chính là 
phương thức tư duy đại số. Song, phải hết sức lưu ý phạm vi lấy 
giá trị của đại lượng bằng chữ. Trong đầu cần luôn có khái niệm 
"biến số". Chỉ cần lơ là sẽ xẩy sai sót ngay. 


Dưới đây ta thử bàn về cách tư duy hình học. 
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Kết hợp suy lí với hình vẽ là phương thức tư duy đặc thù của 
hình học. Giải quyết các bài toán hình học vừa phải bám sát hình, 
vừa phải thoát li khỏi ảnh hưởng trực quan từ hỉnh. Phàm những 
điều không có trong giả thiết, cũng chưa qua lí luận để chứng 
minh ra được thì đều không được dựa vào trực quan hình học để 
kết luận mà phải chứng minh làm rõ. Điều này không những rất 
quan trọng đối với học sinh mới học hình học, mà đối với học sinh 
khá cũng cần luôn chú ý. 

Ví dụ chứng minh định lí "cạnh lớn tương ứng với góc lớn", có 
học sinh đã làm như sau : 


. Cho biết : có tam giác ABC như hình 11-1, trong đó AB > AC. 
Chứng minh : ễ>»> 8. 


Giải. Qua điểm €C vẽ_ CD cát ABở D sao cho ĐCB = B , vì 
—~xm=> 


7> ^ 
CD ở trong ACB, nên Š» DGB, do đó ễ> 8. 


A 
Cách chứng minh này có về 


không có chỗ nào phản bác 

được, nhưng thực ra là sai. Vì D 

sao ? Ở bước thứ hai trong 
' chứng minh " vì CD ở trong góc 

ACB" vừa không phải là điều 

kiện cho biết, vừa không phải 

do chứng minh mà có mà là do 

sau khi vẽ CD đã từ hỉnh trực 

giác thu được. Hình 11—1 


Tất nhiên khi mới bắt đầu học chứng minh hình học, vì chưa 
quen với phương thức tư duy hình học, có thể sẽ lợi dụng những 
điều từ hÌnh vẽ trông rất "tự nhiên" một cách không tự giác. Nếu 
thế phải luôn chú ý tự hỏi mình cớ phạm sai lầm trực giác chỗ 
nào không ? Chỉ có như thế mới dựa vào hình vẽ một cách đúng 
đắn được. l 


Làm thế nào để có thể nhanh chóng làm quen với chứng minh 
hình học ? Muốn thế phải chăm chú học các định lí và quá trình 
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- chứng minh của các bài trong sách, làm rõ căn cứ của từng bước 
chứng minh. Thứ hai là khi làm bài tập phải có căn cứ của từng 
bước. Lúc mới bát đầu học, nếu sau mỗi bước đều chú thích rõ lí 
do càng tốt. 


Làm thế nào để tự đánh giá được mỉnh đã vượt qua bước 
ngoặt ? Muốn vượt qua bước ngoặt đòi hỏi phải có một thời đian 
nhất định. Khi đã học được một thời gian (ví dụ một tuần, hai 
tuần hoặc lâu hơn) có được một số kiến thức mới, có thể tự cho 
điểm theo ba mặt dưới đây. Nếu tổng số điểm z> 10 là đã vượt 
qua bước ngoặt. 


1. Bạn đã hiểu được bao nhiêu về đặc điểm kiến thức mới ? 


Không hiểu Hiểu ít Hiểu nhiều Hiểu tất cả 
h 2 3 4 


2. Trong giải bài tập thường mắc sai lầm về khái niệm không ? 


Thưởng sai Có lúc sai Không sai 


1 3 b 


3. Mức độ thành thạo trong việc dùng kiến thức mới để giải 
bài tập 


Không thành thạo. Không xem sách, 
phải tra sách tương đối thành thạo 


Rất thành thạo 


11. NẮM VỮNG PHƯƠNG PHÁP 
QUAN TRỌNG HÓN THUỘC LÍ THUYẾT 


Rất nhiều học sinh thường rất coi trọng thuộc định lí, công 
thức mà không chú ý nắm vững quá trình và phương pháp chứng 
mỉnh các định lí, công thức đó. Kết quả đi ngược lại mong muốn, 
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'định lí, công thức thì thuộc làu nhưng làm bài tập là sai. Quả 
thật, việc giải bài tập gắn liền với định lí, quy tắc, công thức, vì 
đố là những phần quan trọng trong hệ thống các khái niệm của 
toán học, là công cụ để suy ra những kiến thức mới và để giải 
toán. Song chỉ nhớ được nHững công thức, định lí, quy tắc không 
có nghĩa là sẽ giải được bi tập, mà còn có vấn đề phải nắm vững 
phương pháp và ki năng giải. Có thể ví hệ thống khái niệm toán 
như là một cây khái niệm, phần gốc là một số định nghĩa, nguyên 
lí hoặc định lí, Từ những định nghĩa hoặc định lí đó phát triển, 
suy luận thành những định lí, quy tắc hoặc công thức mới để hình 
thành cành lá của cây. Do đó giữa các định lí, quy tắc hoặc công. 
thức không phải không có mối quan hệ với nhau như các khúc gỗ 
sắp lại mà là thông qua những móc xích logic để liên kết lại với 
nhau. Cái tỉnh túy của toán học không chỉ là các định nghĩa, 
nguyên lí, quy tắc và công thức cấu tạo thành hệ thống khái niệm 
mà còn bao gồm một loạt các phương pháp tư duy và phương pháp 
toán học để phát hiện, chứng minh các định lí, quy tắc và công thức. 
Hiểu rõ ngọn nguồn và các khía cạnh của định lí, quy tắc và công 
thức không những giúp ích cho việc nắm vững các định lí mà còn 
biết được phương pháp làm bài tập, biết được phải tư duy ra sao. 
Cho nên cần phải coi trọng học các quá trình phân tích và quá 
trình phân tích và quá trình suy luận. Ví dụ ta xét đề sau : 


GNö lbiếu+: .e sa 


2 3 4 
l_-giá P2 S5 
Tìm giá trị : Ỷ. 


Có một cách giải là trực tiếp ứng dụng định lí tỉ lệ thức bằng nhau. 


—x y Z y†iz—x Z 
in. xxx... 4+3-9 4 
2 3 4 lv -.. x—y†z _ z 
2-3 4 |2-3+4 4 

y+iz—x z 
5 `4 _. 5 
. x—y†z _ zZ “x-y+z 3 

38 `4 
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Vậy còn có cách gì ngắn gọn hơn không ? Ta nhớ lại quá trình 
chứng minh định lí tỉ lệ thức bằng nhau. 


Giả thiết b = 


—= k(kz0,b+d+..+nz0) 


=ĐỦỀc) 


Vậy a = bk, c = dk,... m = nk. Trực tiếp thay vào có : 


atc+.+m bk†tdkt.+nk (b†+d+..†+n)k - kẽ 
brtd+t.+?n btd+t.+n  btd+t.+tn `” 


cơli®m 


Như vậy, định lí đã được chứng minh. Cách chứng mỉnh này 
rất đẹp, nó dùng 1 số k z 0 để biểu thị các tỉ lệ thức, lập mối 
quan hệ bằng nhau giữa tỉ lệ trước và sau, rồi cho a = kb, sau đó 
dùng b biểu thị a. 

Do đó, ta có thể không dùng kết quả của định lí tỉ lệ mà dùng 
phương pháp chứng minh định lí để giải : 


Giả thiết 5 = } = ~ = k# 0,tacóx = 2k,y = 3k, z = 4k. 
Thay vào được : 


x=y+z 2k-3k+4k 3k 3 
lõ ràng phương pháp này ngắn gọn hơn nhiều ! Trong'rất 
nhiều vấn đề về tỉ lệ bằng nhau, nói chung đều giả thiết tỉ lệ thức 
bằng số k z# 0 nào đóớ. Rất lí thú là định lí về sin có tỉ lệ : 
a b C 


Arngiorr: 8A Toee 2R. Kinh nghiệm chứng tỏ : khi giải 


quyết môt vấn đề nào đó, áp dụng cách chứng minh của định lí 
nhiều khi còn tốt hơn cả áp dụng kết quả của định H.. 


Ví dụ tìm tổng dãy số liệt trong đại số ở cấp ba cũng là một 
nội dung quan trọng. Kết luận của công thức tìm tổng cấp số nhân 
đi nhiên là rất quan trọng, nhưng tác dụng của phương pháp tỉm 
ra công thức cũng cần hết sức lưu tâm. Ta biết 
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ai (1q?) 


Ă- Pha HP (q # 1) được tìm ra như sau : 
Ổn = ai tayg +. ÐaighT] () 
nên q9. = a¡q +... + a¡q"~! + a;qn (2) 


Lấy (1) - (2) được : (l — q)5n = ai — ajdg" 


Khi q # 1 ta có: - 5h = —- 


Cách nghĩ cơ bản của nó là ở chỗ lấy 5, trừ đi q8,, theo thới 
quen gọi đó là "cách trừ đi q lần". Phương pháp này không những 
phù hợp cho cách tÌm tổng cấp số nhân mà cũng thích hợp cho cả 
tìm tổng và tích của cấp số cộng. 


VÍ dụ : Tìm tổng l + 2x + 3x? +... + nx"~ 1, 
Giả thiết : §, = 1 + 2x + 3x2 +... + nx"~1 (]) 
thì x5, = x + 2x2 +... +(n — l)xn~! + nxn (2) 


Cho (1) - (2) được (1—x)8ạ= l+x+x2+...+xn~l—nxn, 


—~ xh n 
lữ s0 78028 2e vua ni 
1-x2 l—x 
+1 
Khix=l,  §,= TC), 


Nếu chú ý đẩy đủ đến quá trình, hiểu được cách tính và phương 
pháp còn giúp tÌm ra được khi bị quên công thức. Ví dụ quên 
công thức khai triển của hằng đẳng thức (a + b)3 nhưng còn nhớ 
được nó là do (a + b) nhân với nhau ba lần mà ra thì sẽ rất nhanh 
tìm được : 


(a +b)3 n +b)2 (a +b) 
= (a2 + b2 + 2ab) (a +b) 


= a3+ 3a?b + 3ab2 + bả. 
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Nếu quên công thức tìm nghiệm của phương trình bậc hai một 
ẩn số nhưng còn nhớ cách chứng minh của nó thì nhất định sẽ 
tìm ra. 


P „ _ ® œ sine 
ôt ẳ Su ch ng 
Một ví dụ khác, ta quên công thức tg 2 In” nhưng 
3 œ 
sIn 3 
nếu còn nhớ được tổ5 = thì ta có thể biến đổi được 
COS S 
2 
sin Š 2sin Šcos 
2 2 2 sin t2 sin‹ 
_——— = =>. -.<='--. lôi " n.=.=== 
sẽ Ỹ 9 G22 : l1 +cos« 52 1 +cos 


Trong toán học, có một số quy tắc hoặc định lí có chung cách 
chứng minh, cách chứng minh của bốn phép tính về log tương tự 
nhau, hoặc định lí về hình chiếu trong hình học, cách chứng minh 
đều đưa về vấn đề tam giác tương tự. Do đó nắm được cách suy 
diễn của chúng thì có thể suy ra nhiều kết quả. 

Tóm lại, học định lí, quy tắc và công thức vừa phải coi trọng 
kết luận, vừa phải chú ý quá trình. Đương nhiên điều đó không 
có nghĩa phải nhớ phương pháo chứng minh của mỗi định lí mà 
phải hiểu được ngọn nguồn của chúng. Đối với những định lí, công 
thức quan trọng, nên nhớ và nắm vững các!. †ng mỉnh. 


12 - NẮM VỮNG PHƯƠNG PHÁP 
TƯ DUY KHOA HỌC 


Đề toán muôn hình vạn trạng. Có những đề bài rắc rối, xem 
xong hoa cả mắt. Tục ngữ có câu : mỗi chìa khóa chỉ mở một ổ 
khóa. Tuy ta không thể tạo ra được chìa khóa vạn năng, nhưng: 
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nếu nắm vững nguyên lí làm chìa khớa thì sẽ có thế làm ra chìa 
khóa cho ố khóa nào đó. Giải toán thực chất là một quá trình tư 
duy toán học. Nếu ví giải bài tập với việc mở khóa thÌ phương 
pháp tư duy chính là nguyên lí làm chìa khóa. Nám được phương 
pháp tư duy khoa học để. giải toán thì đỡ đi đường vòng, có thể: 
nhanh chóng tìm ra cách giải đúng đán. Học được phương pháp 


suy nghỉ cũng tức là nám được phương pháp cơ bản nhất của việc 
học toán. 


Phương pháp tư duy toán cơ bản gồm có ba cách : phép tổng 


thuộc) và phép biến đổi vấn đề. 


1. Phép tống hợp và phép phân tích 


Mọi người đều biết, để toán gồm hai phần : phần dữ kiện và 
phần cần tìm hoặc cần chứng minh. 

Cho dù gặp loại đề như thế nào, trước hết ta cần phải phân 
tích các dữ kiện, sau đó xuất phát từ các dữ kiện này mà vận, 
dụng những định nghĩa, nguyên lí, định lí đã học, từng bước suy 
diễn, tính toán cho đến khi tìm được kết quả, tức là từ "cái đã 
biết" tìm "cái suy ra" để cuối cùng tìm được "cái cần tìm". Đó chính 
là phương pháp tư duy tổng hợp. 

Trong giải bài tập cũng cớ lúc gặp phải trường hợp : trong quá 
trỉnh suy diễn, giữa chừng gặp khó khán lại chuyển sang xuất 
phát từ kết luận. Giả thiết kết quả đó tồn tại để tìm điều kiện 
dẫn đến nớ là gì ? Cứ từng bước truy ngược như thế cho đến khi 
gặp được các dữ kiện đã biết, tức là từ "cái cần tìm" từng bước 
tỉm được "cái đã biết". Nó ngược với chiều của phương pháp tư 
duy tổng hợp, gọi là phương pháp tư duy phân tích. 

Từ trên (điều kiện) tỉm xuống (kết luận) có người đã ví phương 
pháp tư duy tổng hợp một cách hình ảnh như cái cây đảo ngược. 
Sơ đồ được vẽ trên hỉnh 18-1. 
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FT 


Kết luận 


Hình 13-1 Hình 13-2 
Tương tự, cũng có thể ví phương pháp tư duy phân tích với cái 
cây mọc ngược, chẳng qua gốc cây không phải là "điền kiện" mà 
là "kết luận", như hình vẽ 13-2. 


VÍ dụ : AB và CD cắt nhau ở O, biết OA = OC, OB = OD. 
Chứng minh.AD = CB. (hình 13-3). 
Phương pháp tổng hợp : 


AB, CD cắt nhau ở O A LAI 


Ỷ 


⁄AOD =⁄/COB AO=OCl |DO=BO : 
AAOD = ACOB 


Ý 


AD = CB ?D 8 
Hình 13-3 
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Phương phóp phôn tích : 


AAOD = ÁACOB 


⁄é AOD = ⁄ COB 
AB, CD cắt nhau ỏ O 


Dưới đây dùng phương pháp tổng hợp ghi lại quá trình chứng 
minh : 


__— _—— ệ 
vì AB, CD cắt nhau ở O, nên AOD = COB (góc đối đỉnh). 


vì AO = CO, DO = BO, nên AAOD 


lI 


ACOB (tc.g.c) 


Do đó AD = CB. 


Phép tổng hợp không những là phương pháp tư duy hay được 
dùng trong hình học phẳng và hình học không gian mà còn là 
phương pháp tư duy chủ yếu để chứng minh các hằng đẳng thức 
và bất đẳng thức trong đại số. Ngay cả khi dùng phép quy nạp để 
chứng minh những mệnh đề có liên quan với số tự nhiên, trong 
quá trình chứng minh mệnh đề, khi n = k + 1 được thành lập 
cũng thường dùng phép tổng hợp. 

Khi dùng phép tổng hợp để giải đề phức tạp, có khi ta cảm 
thấy như bị bó chân tay, không biết nên bát đầu từ đâu. Để nâng 
cao hiệu quả dùng phép tổng hợp, phải cố tìm cho được điểm liên 
kết giữa điều kiện đã cho và mục tiêu cần tìm. 

VÍ dụ : Chứng minh Ýa—-Ýa~ 1 < {a-2—Ýa—3 (a > 3). 

Điều kiện chứng minh đã biết là va - Ỷa — 1 và 
Va — 2 - Ýa - ä. Rõ ràng hướng suy nghĩ ở đây không rõ, nên 


6ð 


phải gắng tÌm cho ra điểm nối giữa kết quả và điều kiện. Muốn 
thế, ta chú ý đến hai vế trái và phải của bất đẳng thức đều là 
hiệu của hai căn, nên ta có thể biến đổi chúng thành những phân 
thức thích hợp : 


1 ": . 
{5-1 E=====-. l5 5:.:.==c-.c... 
a +Ỷa —1 Ya-2+Va- 3 
Quan sát kết quả biến đổi, ta thấy tử số là 1, mẫu số là tổng 
của hai căn. VÌ a > a - l > a - 2 > a - 3, nên 


Va+a—T> Ýa=2+ Ýa—8. Vấn đề lập tức giải quyết xong. 


Qua đó ta thấy rõ, phân thức hóa một cách thích hợp hiệu hai 
căn thức của hai vế trái phải của bất đẳng thức chính là điểm liên 
kết giữa điều kiện và mục tiêu cần tìm. "Nhằm vào mục tiêu, nghĩ 
đến điều kiện, tìm ra điểm liên kết" đó là một kinh nghiệm thành 
công áp dụng phép tổng hợp. Khi dùng phép phân tích, vì số điều 
kiện để kết luận được thành lập rất có hạn nên dễ tìm ra những 
tri thức cố liên quan với kết luận. Cho nên khi giải bài tập, sau 
khi làm rõ điều kiện và kết luận, thử dùng phép phân tích tìm 
con đường suy nghỉ, sau đó dùng phép tổng hợp viết ra quá trình 
suy lí, hoặc trực tiếp dùng phép phân tích để thuật lại quá trình 
chứng minh. Xin xem ví dụ dưới đây. 

Ta vẫn xét ví dụ bất đẳng thức ở trên, dùng phép phân tích 
để chứng minh : Va — Ỷa — l1 < Ỷa — 2 - Va - 3. 


=Ýa + Ýa - 3 < Ýa — + Ỷa — 2 

©=(Va + Ỷa - 3)2 < (Va - 1 + Ỷa - 22 

©=2a - 3 + 2đa(a — 3) < 2a — 3 + 2V(a - l)(a - 2) 
at - 3) < Va - la - 2) 

©=a(a - 3) < (a - l) (a - 2) 

©=a2 - 3a < a2 - 3a + 2 


«=0 < 2 
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Rõ ràng 0 < 2 là đúng. Do đó Va— Ý(a— 1) < Va~2-a- 3 

Cần chỉ rõ rằng khi dùng phép phân tích để giải bài tập phải 
chú ý hướng của mũi tên "©', nó biểu thị "Điều kiện đủ để cho 
kết luận được thành lập là ..." Nếu không dùng kí hiệu "©=', cũng 
có thể dùng lời để diễn đạt : "muốn cho ... thành lập, chỉ cần ... 
được thành lập". Tóm lại, trên quan hệ lôgic mà nói, đây không 
phải là tÌm điều kiện đủ, cũng không phải tìm điều kiện cần mà 
là tìm đầy đủ các điều kiện, từng bước từng bước từ "kết quả mò 
mẫm ra nguyên nhân". Dưới đây bàn về những điều cần chú ý khi 
dùng phép phân tích. 

1) Không được lấy điều kiện cần chứng mình làm diều kiện 
đã biết để suy lí. Ví dụ muốn chứng mình A > B thì phải chứng 
minh A - B > 0. Ở đây không thể lấy A - B > 0 làm điều kiện 
đã biết để lấy đó làm căn cứ suy diễn, nếu không sẽ mắc sai lầm 
về lôgïc. 


VÍ dụ 1. Trong tam giác ABC, a, b, c là cạnh đối của các góc 
trong A, B, C và thỏa mãn lga - lgcosÀA = lgb - lgcosB = lgc 
- lgcosC (*). Chứng minh đó là tam giác đều. 


Có học sinh chứng minh như sau : 


Muốn chứng minh tam giác ABC đều, chỉ cần chứng mỉnh 


_A= B=€Ê= gia =b= c, có thể giả thiết a = b= c= I 
1 
chỉ cần chứng minh cosA = cosB = cosC = 5 (1) 
lga = lgb = lgc =0 _ (2) 


_Đem (1) và (2) thay vào biểu thức có đấu (*) 
lga - lgcosA = lgb - lgcosB = lge - lgcosC (3) 


Biểu thức (3) hiển nhiên thành lập, các bước ở trên có thể làm 
ngược được, nện vấn đề được chứng minh. 
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Sai lầm ở đây là học sinh đó đã lấy các điều kiện (1), (2) cần 
chứng minh làm điều kiện đã biết, suy ra (1), (2) phù hợp với điều 
kiện đã biết (*), lại còn khẳng định "các bước ở trên có thể làm 
ngược được". Thực tế là bạn đó chưa hề chứng minh được điều gì, 
vì mấu chốt của vấn đề là làm sao từ các điều kiện (*) suy ra 


A=B=C= 5 hoặc a = b = c. Không thể khẳng định "các 
bước trên làm ngược được" khi chưa có căn cứ. 

Cách giải đúng là : 

=ẨA=B=C= 2 <©tgA = tgB = tựC > 0 


sinA sinB sinC 


2RsinA 2RsinB 2RsinC 


=¬ = BE. = _.àN >0 (trong đó R là bán kính 
của vòng tròn ngoại tiếp của tam giác ABC). 
b 
=_ .ẽ--.š.- 0, cosA, cosB, cosC > 0 


cosÁA cosH cosC 


=lg——~ =lg—Ă= =lg—¬ 
ð ososA — 'Š cosB Ð 5 cosC 


«=lga - ÌgcosA = lgb — lgceosB = løc - lgcosC. 
Kết quả này phù hợp với điều kiện (*). Như vậy chứng minh 
xong. 


Nghĩ xem, đề bài dưới đây dùng phép phân tích chứng minh 
đã đúng chưa ? ễ 


Nếu (z - x)2 - 4(x - y)(y - z) = 0. Chứng minh x, y, z lập 
thành cấp số cộng ? 


Muốn chứng minh x, y, z thành cấp số cộng chỉ cần chứng minh 
2y =x+z (1). 


Đem (1) thay vào (z - x)2 - 4(x - y)(y - z) = 0 (2) 
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Vẽ trái bằng (z - x)2 ~ (2x - 2y)(2y - 2z) = 
= (¿2 ~ x)? - (2x - x - Z)(x +z — 9z) 
= (z - x)2 ~ (x ~ z)(x - z) = 0 = vế phải. 


Cho nên đẳng thức (2) thành lập, các bước trên có thể làm 
ngược, ta nói bài toán giải xong. 


2) Bảo đảm cóc mối quan hệ suy diễn nhất quớn. Tức là muốn 
nói : toàn bộ quá trình của phép phân tích từng bước một móc 
xích với nhau suy ngược đến đủ các điếu kiện đã cho, không được 
giữa chừng đổi hướng, nếu không sẽ xảy ra sai sót về logic. 


Ví dụ 2. Cho biết |a| < 1, |b[ < 1. 
„ . a+b 
Chứng minh | Ta | <1 
Có học sinh dùng phép phân tích chứng minh như sau : 
. +Đb 
Giả thiết | Tan | < 1 thành lập : Vì hai vế đều không âm, 


nên bình phương hai vế có : 


(a + b)2 
(1 + ab}2 
nói cách khác, chỉ cần chứng minh a2 + 2ab + b2 < 1 + 2ab + a?2b2. 


< 1 tức chỉ cần chứng minh (a + b)2 < (1 + ab)2 hay 


= chỉ cần chứng minh a2 + b2 < 1 +a?b2 l» 
= chỉ cần chứng minh a2 + b2 < 1 + a2b2 < 1 + b2 (2) 
=> chỉ cần chứng mỉnh a2 < I1 

nên |a| <1 


Mà đã biết a < 1, nên bất đẳng thức | < 1 thành 


1= + sẽ 
lập. 


Cách chứng minh như thế là sai ! Sai ở chỗ bất đẳng thức (2), 
vì a2 + b2 < 1 + b nhưng không thể từ đó mà suy ra a2 + b2 < 
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1 + a?b2, cũng như vì x < 7 nên không được vÌ thế mà suy ra 
x< 38. Tức là a2 + b2 < 1 + b2 không phải là điều kiện đủ để 
a2 +b2 < l1 + a?b2 mà chỉ là điều kiện cần của a2+b2< 1 +a”b2. 


Cách chứng minh đúng nên là : 


a+Đb 
ÌTz 


|< 1=la+b| < |1 +ab| 


<=a2 + 2ab + b2 < I + 2ab + a?b2 ©a2 + b2 < 1 + a?b2 
Ẩ©a2 + b2 ~ l1 - a?b2 < 0 =(b2 - 1)(1 - a2) < 0 
«a2 < 1 và b2< 1 hoặc a2 > 1 và b2 > 1 

=la| < lvà |b| <1 hoặc |a| > 1 và |b| > 1. 


Mà đã biết |a| < 1 và |b| < 1, cho nên bất đẳng thức đã cho 
thành lập. 

Đối với bài khơớ, điều kiện và kết luận cách nhau khá xa, chỉ 
dùng phép tổng hợp hay phép phân tích để giải cũng khó đạt hiệu 
- quả tốt. Lúc đó tốt nhất là dùng đồng thời cả hai xen kẽ nhau : 
một mặt xem điều kiện, nhớ lại định lí, mặt khác xem kết luận, 
nhớ lại định lí. Giống như đào cái cống ngầm, thi công từ hai đầu 
lại thì dễ thông. 


VÍ dụ 3. Cho hình 13-4, trong 
tam giác ABC, biết AB = AC, trên 
cạnh AB lấy điểm D, kéo dài AC 
đến E sao cho CE = BD, nối DE 
cắt BC ở F. Chứng minh DF = EF. 


Phân tích : Để chứng minh 
DF = EEF, vì EF là một cạnh của 
tam giác CEF, nên ta tìm cách tạo 
ra một tam giác có cạnh là DE. 
Muốn thế từ D ta kẻ DM // AC, 
cắt BC ở M, chỉ cần chứng minh Hình 13-4 
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AMDEF ~ ACEF. Dùng cách gì để chứng minh hai tam giác cùng 
bằng nhau ? Thử dùng phép tổng hợp thăm dò : 


—— —_— 

Vì DM // AE nên ta có FDM = EFEC. Hai tam giác MDF và 
CEF muốn bằng nhau còn thiếu một điều kiện là cạnh tương ứng 
bằng nhau. Kết hợp với điều kiện đã cho BD = CE, ta dễ đàng 
nghĩ đến, nếu DM = CE thì sẽ đủ các điều kiện. Vì BD = CẼ nên 
chỉ cần chứng minh BD = DM là được. 


Ta lại dùng phép phân tích. 


Để chứng minh BỊ = DM, chỉ cần chứng minh B = MB : 
chỉ cần chứng minh B = ACB (vì DM //AE nên DMB = ACB) ; 
chỉ cần chứng minh AB = AC, mà đã biết AB = AC nên dòng suy 
nghĩ đã tìm được. 


Đề này còn có cách chứng minh khác bạn đọc tự giải. 


Ví dụ khác : Nếu a, b € R† và a z# b. Chứng minh : a2 + b > 
a2b + ab2. Đề này nếu chỉ dùng phép tổng hợp để giải, suy nghĩ 
làm sao để từ a3 + b suy ra nớ lớn hơn a?2b + ab2 là điều không 
dễ. Do đó kết hợp với phép phân tích : 


a3 + b = (a + b)(a2 ~ ab + b2), 

a?b + ab2 = ab(a + b) thì ä3 + bÖ > a?b + ab2 © 

a2 - ab + b2 > ab «©(a ~ b)2 > 0 (a z b) 
Do đó đường lối suy nghỉ trở nên rõ ràng. 
Vìab€R'azb 
nên a+b>0,(a-b)>0 

a3 + b3 = (a +b)(a2 - ab + b2) = (a + b)[(a -~ b)2 + ab] 

= '(a + b)(a - b)2 + (a + b)(ab) > (a + b)ab = a2b + ab2 


2. Phép quen thuộc hóa 


Sau khi học được tính chất của phương trÌnh bậc nhất một ẩn 
số và bất đẳng thức rồi lại học giải bất đẳng thức chứa một ẩn 
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số, rất dễ khiến ta nghỉ đến bất đẳng thức bậc nhất một ẩn số và 
phương trình bậc nhất một ẩn số về hình thức rất giống nhau, có 
thể dựa theo các bước giải phương trình bậc nhất một ẩn số để 
giải. Ỏ đây một vấn đề là mới, một vấn đề là cũ đã quen thuộc. 
Sự chuyển hóa giữa cũ và mới từ liên tưởng đến thực hiện là một 
loại phương pháp tư duy toán học rất quan trọng. 

Đưa một vấn đề mới cần giải quyết qui về vấn đề cũ quen thuộc 
mà mình đã từng giải quyết, cách tư duy đó gọi là quen thuộc hóa 
(cũng gọi là phép quay về). 

Phép quen thuộc hóa là phương pháp tư duy toán học thường 
gặp. Khi ta giải bài tập, trước hết nên nghĩ đến bài này có giống 
với bài nào trước đây đã làm không ? Nếu phát hiện thấy nó giống 
với vấn đề nào đó trước đây thì có thể dựa vào phương pháp và 
kết quả cũ để tìm ra con đường giải quyết. 


Dưới đây xin lấy ví dụ về giải phương trình (hệ phương trình) 
.trong đại số để minh họa. Ta dùng sơ đồ để diễn đạt. Mũi tên "—" 
là chỉ từ vấn đề mới chuyển về vấn đề cũ. 


Giải phương trình | ———> | Giải phương trình 
= : “bậc hai một ẩn số | hạ cấp | bậc nhất một ẩn số 
Giải phương trình 
bậc cao một 
Giải phương trình 
bậc nhất một ẩn số 
Giải phương trình _ giảm Giải phương trình giảm Giải phương trình 
bậc nhất ba Ấn số ân số | bậc nhất hai ấn số | ậngø | bậc nhất một ấn số 


Lại ví dụ sau khi học hằng đẳng thức (a + b)2 = a2 + 2ab +.b2, 
khi tÌm (x - y)2 và (x + y + z)2.cũng đã dùng phương pháp tư duy 
quen thuộc hóa. 


(x+y +z)2 = [x+(y+z2)]l2 _ | (a +b)2 | 


hạ cấp 


ắn số đặc biệt 
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Trong hình học phẳng khi đi tìm phương pháp để xét hai hình 
tam giác đồng dạng cũng đã dùng phương pháp tư duy quen thuộc 
hóa. 


Xét hai hỉnh tam giác đồng dạng : 
- Hai cặp cạnh tương ứng tỉ lệ 
với nhau, góc kẹp giữa chúng 


Xét hai tam giác 
bằng nhau : 


bằng nhau. 
~ Ba cặp cạnh tương ứng tỉ lệ 
với nhau. 


- Cạnh - góc - cạnh 


- Cạnh - cạnh ~ cạnh 

Chỉ cần chú ý đến quá trình tư duy giải bài tập thì sẽ phát 
hiện : thường từ sự việc này sẽ nhớ đến việc khác, "gặp cảnh sinh 
tỉnh". Sự hoạt động này của não trong tâm lí học gọi là liên tưởng. 
Liên tưởng là đôi cánh của tư duy, là cầu nối giải quyết vấn đề. 
Phương pháp quen thuộc hóa chủ yếu là thông qua liên tưởng so 
sánh để thực hiện. Đúng như nhà toán học Mi - Polia đã chỉ rõ 
"Sự thực thì so sánh là người dẫn đường vi đại" 


Phương thức liên tưởng so sánh thường gặp của phép quen 
thuộc hóa có ba dạng : 

1) Liên tưởng định nghĩa, nguyên lí, định lí và qui tắc 

VÍ dụ 1 : Tìm giá trị nhỏ nhất của |x - 2| + |x - 10 ? 

Có thể loại đề này bạn chưa làm, nhưng điều đó không hề gì. 
Trước hết ta hãy quan sát và phân tích đặc điểm của nó. Rất rõ 
ràng, trong phép tính có hai trị số tuyệt đối, trong kí hiệu 
tuyệt đối là hai số hạng bậc nhất khác nhau chứa x. Từ đó ta nhớ 
đến muốn giải bài tập này thì phải lần lượt tìm giá trị của 
|x - 2| và |x - 10| sau đó xem tổng của chúng có phải luôn lớn 
hơn một hằng số nào đó không ? De đó nhớ đến định nghía của 
trị tuyệt đối : 


: la (a>0) 
|a| = ¿0 (a=0 
-a (a < 0) 
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Vấn đề lập tức được giải quyết. 


2~x+10-x= (10~-2)+ 


+2(2-x) > 10-9, (œ%x<2); 

10 - 2, œ%x=2); 
|x-2|+[x-10| ={ x-2+10-x=10-2, 2<x<10; 

10-2, x= 10; 

x-2+x-~ 10 = (10 ~ 9) + 

+2(x - 10) > 10 - 9, x>10 


vì |x - 2| + |x - 10| > 10 - 2 tức là |x - 2| + |x - 10| > 
nên |x - 2| + |x - 10| có giá trị nhỏ nhất là 8. 


Nếu liên tưởng ý nghĩa hình học của giá trị tuyệt đối thì ý 
nghĩa của vấn đề này là tÌm tổng các cự li nhỏ nhất của điểm x 
đến điểm 2 và điểm 10. Vẽ trục số ta sẽ thấy, chỉ khi x ở giữa 
điểm 2 và 10 (bao gồm cả điểm 2 và 10) thì tổng các khoảng cách 
nhỏ nhất. Khoảng cách nhỏ nhất này bằng khoảng cách 8 giữa 


điểm 2 và điểm 10. 


Ví dụ trên là đề bài liên tưởng đến định nghĩa. Dưới đây đưa 
ra một ví dụ khác, mời độc giả suy nghỉ liên tưởng đến cái gì. 


Cho biết : Hình vẽ 13-5 biểu 
thị a, b, c là ba cạnh của tam giác 
ABC và a? = b(Œ + c). Chứng 
minh A = 2B. 

Phân tích : Từ điều kiện a? = 
bé + c) ta liên tưởng đến định lÍ 
đường cát tuyến của đường tròn 
trong hình học phẳng. Do đó ta 
vẽ đường tròn bổ trợ,: dùng 
phương pháp hình học phẳng để 
chứng minh. 

Chứng minh : Kéo dài CA đến 
điểm D sao cho AD = AB = c, 
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Hình 13—5_ 


lúc đó CD = b +c. Vẽ vòng tròn tâm O ngoại tiếp tam giác ABD 
(như hình vẽ). VÌ a2 = b(b + c) tức CB2 = CA.CD nên CB cắt 
O ởB (định lí đảo của định lí đường cát tuyến). 


>> —7~ -— 
_—Vi AB = AD = cnên ADB = ABD mà CAB = 2 ADB = 2 
ABC tức trong AABC :A = 2B. 


Qua giải bài này ta rút ra gợi ý : cố những vấn đề nhờ liên 
tưởng so sánh rút ra được cách giải còn chưa đủ mà phải tạo thêm 
điều kiện, phải thêm những yếu tố bổ trợ như vẽ trên hình, đặt 
thêm ẩn số... mới giải được. 


Dưới đây nêu hai ví dụ về toán cấp ba. 


Ví dụ 2. Tìm C?C? + CC") +.. + CC". 


Lần đầu gặp vấn để này dễ gây cho ta không biết bất đầu từ 
đâu. Nhưng nếu quan sát kĩ cấu tạo của biểu thức ta phát hiện 
thấy nó là tổng của 11 số hạng đầu của cấp số {an} mà công thức 


chung của số hạng a„, = Ôn On ! Từ đơ mà liên tưởng đến 
định lí nhị thức có hệ số khai triển của CP,"1 là (1 + x)!? hoặc 
(x+)!9.. Hệ số khai triển của Czụ ` là (1 + x)20 hoặc (x + 1)20, 


Ta liên tưởng đến cấu tạo một biểu thức nhị thức mới, sao 
cho hệ số khai triển của nó đúng bằng tích của (1 + x)!? và 
(1 + x)20. 


Rõ ràng, nhị thức đớ sẽ là (1 + x)!?.(œ + 1)20'= (1 + x)30, 
Để có được C?C + CjjC2g +... + CjpCag ta phải dùng kiến 


thức tổ hợp, chỉ cần lấy dãy khai triển của (1 + x)!?,(x + 1)29 cớ 
chứa hệ số x20 là được. Bên vế phải, trong dãy khai triển của 


(1 + x)32 hệ số của số hạng thứ 20 là ái: cho nên : 


o tài 10,10 — œ20 
CigC2o° + CigC¿o + .. + CioCạo = ao. 


7ð 


i8 
3 
chung và nó đi qua điểm M trên đường thẳng x - y + 6 = 0. Hỏi 
điểm M ở chỗ nào để trục dài của elip C nhỏ nhất ? 


2 2 + 
Theo đề ra, elip C và elip 15 + = = l có chung tiêu điểm, ta 


2 
VÍ dụ 3. Biết hình elip C và elip 15 + = 1 có tiêu điểm 


Hiên tưởng đến phương trÌnh hệ các elip chung tiêu điểm, giả thiết 
elip C cần tìm có phương trình 


2 
Z5. . 1(k<8) 

Do đó vấn đề chuyển thành tìm giá trị nhỏ nhất của 12 + k. 
Rõ ràng điều này rất khó khăn. Làm thế nào ? Ta lại liên tưởng 
đến định nghĩa hình elip. Đã biết tiêu điểm của elip là F¡(-3,0), 
F;(3,0) thì có |MF;| + ME:| = 2a nên vấn đề lại được chuyển 
_ thành tìm điểm M trên đường thẳng x - y + 6 = 0 sao cho tổng 
hai đoạn thẳng MF;, ME; nhỏ nhất. Đây là vấn đề ta đã quen 
thuộc (hình 18-6). 


Ta vẽ điểm P; đối 
xứng với điểm F; qua 
trục đối xứng x - y +6 = 
0, nối F';F¡ và cắt đường 
thẳng x - y +6 = 0ở 
điểm M, ta có |MF¿4| + 
|MFạ| = |F,F;| nhỏ 
nhất. 

Ta biết phương trình 
F;F'; là y = -x+3. Tọa 
độ giao điểm của F;F; 
với đường thẳng x - y + 


3 9 
+6=0 `. 
š lạ N( 2' 5) Hình 13—6 


£ y 
^\ Z#-V+6=0 


Lợi dụng công thức tọa độ điểm giữa có thể biết F';(-6, 9). 
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1 
Từ ba điểm F”;, M, F¿ ta tìm được M (=3 : ¬-. 4) 
2) Liên tưởng đến những vấn đề đã từng giải quyết 
Ví dụ giải đề sau, nếu x < ~2 thì 
|1-|1+x|[ = ? 


Trên sách giáo khoa đại số cấp hai không có vấn đề trị số tuyệt 
đối của số tuyệt đối, vậy bắt đầu từ đâu ? Ta nhớ đến trước đây 
đã từng dùng ý nghĩa của số tuyệt đối để đơn giản hóa vấn đề trị 
số tuyệt đối của số tuyệt đối (hai cấp trị số tuyệt đối). Làm thế 
nào để chuyển vấn đề hai cấp trị tuyệt đối thành một cấp ? Ta 
có thể chia thành từng bước : đầu tiên không xét đến dấu trị số 
tuyệt đối bên ngoài, như vậy ta đã chuyển thành xét 1 - | l+ xị \ 
Tìm ra giá trị tuyệt đối của nó sẽ tiến sang tìm bước thứ hai. 


vÌ x < -2 nên x+2 < 0 do đó x+l< -1<0 
Do đớ |1 -|1 +x[| = |1 - 1 - x| = |2+x| = -3 - x 
Ví dụ khác, tính {20 + 14V5 + Ì{20 — 14VZ. 
Rõ ràng không thể đơn giản hóa 3j20+14V2 và 3{20_-14VZ 


Chác bạn đã từng giải loại bài tập Ả4 + V15 + Ý4 - V15, 
thử nhớ lại cách giải ra sao ? Ban đầu ta có thể dùng cách bổ trợ 


là giả thiết ẩn số : 
Giả thiết |4 + V15 + |4 - Vlỗ =x(x>0) 


Bình phương cả hai vế được : x2 = 8 + 2 nên x = VI0Ø 
Do đó V4 + ÄïŠ + V4 ~ 1B = VIð 


Ta dùng phương pháp bổ trợ giả thiết ẩn số để giải đề trên. . 


Giả thiết 3{20+ 14(5 + ”{20— 1445 = x 
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Lập phương cả hai vế được ( theo công thức (a +b)3 = a3 + bồ + 
+ 3ab(a + b)) : 


20+ 14/2 + 20—142+33{20+ 1442. ?{20- 1442 x 
x b 20+14V2 + ”[20- 1442 ) = xi. 


Sau khi ước lược được : 


x3 - 6x ~ 40 = 0 

Vậy (x - 4)&2 +4x+10) =0 

vì x2 + 4x + 10 # 0 nên x = 4. 
vậy 3{2o + 142 + ”{20 - 1442 = 4 


3) Liên tưởng đến phương pháp và kỉ xảo thường dùng. 


VÍ dụ : Giải hệ phương trình Ýx -3 +y =1 
yỶx - 3 = -2 


` 


(Đề thi vào PTTH năm 1986 của tỉnh An Huy) 
Xét đặc điểm của đề làm ta liên tưởng đến phương pháp đặt ẩn. 


+ = _ 
phụ : giả thiết Ýx - 3 = z, hệ phương trình sẽ là b Ku Sẽ 1 
Nhớ đến định lí Viet : z.y là hai nghiệm của phương trình bậc 
hai một ẩn số u2 - u - 2 = 0, giải ra được : 


y =—I y=2 
=2 hoặc lên 


Vì Ýx —- 3 = ~—I không nhận nên ù K Đ bị loại 
Vì Ýx —- 3 = 2 nên x = 7, qua kiểm nghiệm nó đúng là nghiệm 
của phương trình. 
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II: 
Ù 
ˆ 


Do đó nghiệm của hệ phương trình là ý 
Ví dụ khác, chứng minh hằng đẳng thức của tam giác : cho biết . 
_ sinA + sin3A + sin5A = a 


COSA + cos3AÁ + cos5A = b 


Chứng minh : tg3A = 5 (b z0). 


h - sinA + sin3A + sinBA ) 
Phân tích : từ rủ COSN: + C0A5A- CGSBA., Quan sát ta thấy 
tử số và mẫu số đều là tổng sin và cosin của bội số lẻ góc A, còn 
vế trái là tg3A. Theo kinh nghiệm trước đây dễ dàng nhớ đến biến 
tổng của hai số hạng thành tích. Ngoài ra ta cũng nhớ đến cách 


5A 
5 nên ta biến tổng sinA + 
+ sin5A và cosA + cos5A thành tích như sau 


biến ba số lẻ liên tiếp thành 3A = 


sỉinA + sin3A + sinBA _ sin3A + 2sin3Acos2A 
cosA + cos3A + cosỗ5A  cos3A + 2cos3Acos2A 
sin3A(l + 2cos2A) 
— œos8A(I + 2cos2A) về nh 
Ta lại xem đề thi dưới đây : Có 1 đường tròn, vẽ tùy ý 998 
đường kính qua tâm, chúng tạo ra 1986 giao điểm với đường tròn. 
Ở mỗi giao điểm ghi một số nào đó trong các số từ 1 đến 496 (có 
thể ghi trùng lặp). Chứng minh : chắc chắn có thể tìm được hai 
đường kính mà tổng hai điểm đầu mút của chúng bằng nhau. 
Giải bài này như thế nào ? Những học sinh đã học qua tổ hợp 
chắc sẽ liên tưởng đến nguyên tác rút thăm. Đó là phương pháp 
thường dùng để giải quyết vấn đề tính tồn tại. Do đó sẽ chuyển 
sang bước nghiên cứu tạo các thăm ra sao. Thử nghỉ xem ở mỗi. 
giao điểm chỉ cớ thể viết 1 số trong các số từ 1 - 496, 993 đường~ 
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kính, tổng hai đầu của chúng sẽ tạo ra bao nhiêu tổng khác nhau ? 
Ta lần lượt xét từ nhỏ đến lớn. 


Nếu một đầu của đường kính viết số 1, vậy đầu kia có thể viết 
từ 1, 2,... 496. Như vậy sẽ được 496 tổng khác nhau : l +1; 1+2 ; 
l1+3;...; 1+496. ' ị 


Nếu một đầu của đường kính viết số 2, muốn được tổng hai 
đầu của đường kính đều khác với ở trên thì chỉ có thể là đầu kia 
đều viết 496, như vậy được tổng 2 + 496. 


Tiếp tục cách đó, nếu một đầu đường kính viết 3, muốn được 
tổng hai đầu đường kính đều khác với tất cả các tổng trước thì 
chỉ có thể viết đầu kia là 496, được 3 + 496. 


Tiếp tục theo cách đó cuối cùng ta được các tổng khác nhau 
là : 2 +'496 ; 3 + 496 ;... ; 496 + 496 tất cả gồm 496 tổng. Cho 
nên tất cả có 496 + 495 = 991 tổng khác nhau. Do đó trong số 
993 đường kính số tổng hai đầu của mỗi đường kính khác nhau 
tối đa chỉ có 991 tổng, nên căn cứ nguyên tắc rút thăm chắc chắn. 
có thể tìm được hai đường kính có tổng hai đầu của chúng bằng 
nhau. 


3. Phép biến đổi vấn đề 

Các nhà tâm lÍ học khi nghiên cứu hành vi tư duy của động 
vật đã làm một thí nghiệm lí thú. Trong phòng nhốt hắc tỉnh tỉnh 
treo một nải chuối ở trần nhà, chỉ để cho nó thấy mà không với 
đến được. Trong phòng chỉ đặt mấy thùng gỗ, ngoài ra khêng có 
cái gÌ khác. Hắc tinh tỉnh chỉ biết nhảy lên với lấy chuối nhưng 
làm thế nào cũng không với tới. 

Sau nhiều lần thất bại, bỗng nhiên nó chú ý đến mấy thùng 
gỗ, thế rồi nó đứng im nhìn mãi, bỗng nhiên nó khiêng mấy thùng 
gỗ chồng lại, nhảy lên thùng và lấy được chuối. Thành công của 
hắc tinh tỉnh trên phương diện nào đố mà nói, khi gãp một vấn 
đề mới, nếu kinh nghiệm cũ không giúp được gì thì cách tốt nhất 
là thay đổi phương thức giải quyết vấn đề. 
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Giải toán là một quá trình tư duy phức tạp. Khi ta dùng phương 
pháp quen thuộc hơa để giải mà không đạt được kết quả thì phải 
tìm cách thay đổi tư duy của mình, vòng qua vật chướng ngại để 
tìm cách khác. Nếu không thì giống như một nhà toán học đã ví 
dụ về loài côn trùng "muốn bay ra ngoài qua cửa kính, nó cứ lặp 
đi lặp lại một động tác vô vọng là húc vào cửa mà không biết tìm 
đến chỗ cánh cửa đang mở, nơi mà vốn nó đã vào". Nhà toán học 
hiện đại Polia của Mi trong cuôn sách "Giải bài tập như thế nào" 
đã nói một câu rất sâu sác rằng : "Thành công trong giải bài tập 
là nhờ vào xác định phương hướng chính xác, nhờ vào biết công 
đồn đúng phía. Mà muốn tìm được phương hướng đúng, phía công 
đồn đúng thì lại phải thử nghiệm đủ các mặt, các phía, tức phải 
biến đổi vấn đề". 

Biến đổi vấn đề tức là dưới tiền đề các quan hệ cơ bản của 
bài toán, biến đổi một phần nào đớ, từ đó dẫn đến một vấn đề 
bổ trợ cho đầu bài. Biến đổi vấn đề khiến ta đưa vào một nội 
dung mới, mở ra khả năng dùng kiến thức cũ, nó giúp ta cố khả 
năng qua giải quyết vấn đề bổ trợ phát hiện ra phương pháp 
giải bài toán. 

Nếu đã dùng vấn đề bổ trợ thứ nhất mà giải không ra, ta lại 
bắt đầu từ phía khác, nếu vẫn không được thỉ giả thiết cái thứ 
ba... Vấn đề bổ trợ này giống như những thùng gỗ, đứng lên nó 
ta sẽ từng bước với đến nải chuối dưới trần nhà và cuối cùng lấy 
được. 

Vậy làm thế nào để biến đổi vấn đề ? 

1) Từ phức tạp lui về đơn giản. Nhà toán học nổi tiếng của 
Trung quốc ~- Hoa La Canh đã chỉ rõ : "Thạo về "lùi". lùi đủ mức, 
lùi đến mức ban đầu mà vẫn giữ được tính chủ yếu của vấn đề là 
một bí quyết để học tốt toán*. Đối với một vấn đề phức tạp nào 
đơ, ta thường tìm cách đơn giải hóa ; hoặc nơi cách khác, trên cơ 
sở vẫn giữ được tính chất ban đầu vốn cỏ của vấn đề, lùi đến mức, 
từ đố tìm ra được cách giải quyêt vấn đề ; hoặc phân tích một 
vấn đề đơn giản để tìm thấy con đường giải quyết vấn đề. 
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Dưới đây ta xét một ví dụ hình học. 

Ví dụ : Cho hình vẽ 13-7a, trong góc nhọn AOB có 99 đoạn 
thắng. Hỏi chúng đã phân AOB ra thành bao nhiêu góc nhọn, 
(bao gồm cả góc AOB) ? 


Hình 13-7 
Giải bài này nếu đếm từng góc thì rất phức tạp và dễ sai. Còn 
cách khác như về tổ hợp thì ta chưa học. Do đó dựa vào kinh 
nghiệm và kiến thức cũ thì không đủ để giải quyết vấn đề. 


99 đoạn thẳng là rất phức tạp, lùi về 98 đoạn cũng còn rất 
phức tạp. Đơn giản nhất là lùi về chỉ còn 1 đoạn. Ta tìm biện pháp 
bổ trợ : giả thiết trong AOB chỉ có một đoạn OC;, quan sát trực 
tiếp đã thấy có ba góc : AOB, 

AOỎ¿, Ơ,OB tức §¡=1+2= 3 À 
(hình 13-~7Ð). 
Ta lại tiếp tục quan sát khi 
trong góc AOB có hai đoạn thẳng. 
Nhìn vào hình vẽ ta thấy có sáu 
_—— ——— 7= 
góc : _AOB, AOOG,, BOCO;, , 
AOÈ;, C;OC, và C,OB, tức là 
§.=1+2+8= 6 (hình 13-7e). 8 


Thử so sánh số đoạn thẳng và 
số góc để tÌm quy luật. Ta thấy số Hình 13-7c 
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góc 5 bằng tổng các số tự nhiên bắt đầu từ 1, số hạng cuối cùng 

của tổng bằng số đoạn thẳng trong góc cộng thêm ]. 

100 x (100 + 1) 
2 


VÍ dụ khác. Giả thiết x, y, z là ba số thực khác nhau và 


1 1 
= ca: = Í n 2v2z2 = 
xd =y + =z †_. Chứng minh x4y°z 1. 


Nên Seo = 1+2 +... + 100 = = B050 gớc. 


Đọc qua đầu bài, có thể bạn sẽ nghĩ x = 1, y = 1, z = 1, do 
đó z2y2z2 = 1. Có đúng thế không ? Đề cho là x, y, z là ba số thực 
khác nhau, do đó chúng không thể bằng 1 được. Nên nghĩ thế 
là sai. 

Hoặc bạn sẽ dùng phương pháp giải hệ phương trình để tìm x, y, 
z. Thử làm xem có dễ không ? Có lẽ ta chưa vừa lòng bằng cách đó. 

Bây giờ ta thử tìm cách đơn giải hóa dự kiện và kết luận của 
bài toán đi xem có mở ra con đường nào không. 

Tạm bỏ z đi, biến thành chỉ còn hai ẩn. Tức là : 

1 


1 
x+  hỰ PS ạ chứng minh x2y2 = 1. 


1 
Từ điều kiện ta được:  x —y = nào 


Hay xy(x - y) = ÿy — x 
VÌ x #£ y nên xy = ~l hay x^y2 = 1. 
Thành công rồi ! Từ đó gợi ý cho ta : bước then chốt đầu tiên 
trong chứng minh là biến đổi hình thức của đẳng thức. Một vế 
là hiệu hai ẩn, vế phải là hiệu hai nghịch đảo. Bắt chước cách 
giải đó : 


1 1 
x—¬yz=—== 

z 

1 Ì y4x —y) =y —7 
SƯ Su ZzX(Y — 7) = 7 — x 

L1 xyZ — X) =x—ÿy 
Z —x=_— -— 

y x 
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Nhân mỗi vế của ba đẳng thức với nhau ta có : 
x2y2z2(x - y)(y ~ z)(z - x) = (y - z)(z - x)(x ~ y) 
Vì x, y, z khác nhau nên x - y # 0, y - z # Ú,z_—x # 0. 
Do đó x2y2z2 = 1. 


Cách chứng minh này thật là ngắn gọn, đẹp biết bao ! 


2) Từ chung chung lùi về đặc biệt. Có một số đề toán, sự 
Hên hệ giữa dự kiện và điều cần chứng minh không rõ ràng, mục 
tiêu cần tìm không rõ ràng, lời giải chung chung, rất khó trực tiếp 
liên tưởng một cách chính xác. Do đó, trước hết ta cần phải nghiên 
cứu một hoặc mấy trường hợp điển hình, từ những đáp số đặc biệt 
đó để tìm kiếm qui luật chung, tìm kiếm các gợi ý, để tìm ra phương 
pháp giải. Cách làm như thế thường mở ra con đường cần thiết. 


Dưới đây phân tích cách suy nghĩ để giải đề hình học : 


Ví dụ : Cho biết như hình vẽ 13-8a, M là một điểm trên đường 
tròn bán kính R tâm O. Lấy M làm tâm, vẽ vòng tròn bán kính 


Hình 13-8 


84 


r. Tiếp tuyến của vòng tròn tâm M cát đường tròn tâm O ở P và 
Q. Chưng minh : dù P và Q ở vị trí nào thì tích MP.MQ là 1 số 
không đổi. 

Giai VÌ không cho biết rõ số không đổi như thế nào, do đó 
trước hết cần tìm ra nó. Cho dù tiếp tuyến PQ ở đâu thì tích 
MP.MQ = const, nên khi nớ ở vị trí đặc biệt thì kết quả vẫn không 
thay đổi. Do đớ ta đưa nó về vị trí đặc biệt. Ví dụ đặc biệt cơ lợi 
nhất là PQ L MO, (hình 13-b). Di nhiên tam giác vuông MPT ~ 
Rt AMNG nên Di = bÉài =+ MP.MQ = MT.MN = 2Rr = const. 

MT  M 
Do đó làm ta liên tưởng đến : chỉ cần tìm được hai tam giác vuông 
Rt A MPT và RtA MNGQ có chứa MP. MQ là có thể chứng mìỉnh 
được. 

Ta xét ví dụ khác về đại số. 

VíÍ dụ : Chứng minh số có dạng N = (11... 1 55... 56 là số 

l ———--——~—¬ 
chính phương. H5ố (#= 13 số 

n là số tự nhiên tùy ý, nên đây là đề toán về số tự nhiên. Ta 
biết ràng số chính phương có thể viết : NÑ = a2 trong đó a là số 
tự nhiên. Với bài này chính là tìm a. Vậy từ n lùi về đến số mấy 
thi thích hợp ? Ta lần lượt cho : 


n= l lúc đóN = 16 = 42 


l† 
ts 
“z 
I 
Km 
en 
=3 
IÍ 
2 
n 

tv 


n 
n=ở3""N= I1lỗ56 = 3342. 


Quan sát ba trường hợp đặc biệt ở trên ta thấy : khin = l1; 
2;3thìN = 42; 342; 3342 


Do đó cớ thể đoán NÑ = 11... l1 55..6 = 33.342 
———-—_— ——~—— "¬——— 
n SỐ (n~ 1) số (n- ) sổ 
= (33.. 3+1)ˆ 
n số 
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Như vậy có thể giả thiết l1... 1 55... 56 = (xx... x + 1)2 
n sỐ (n~1)số n số 

Thông qua giải phương trình để xác định giá trị x. Do đớ bài 
toán được giải quyết. 

3) Từ trừu tượng lùi về cụ thể. Thầy giáo ra cho học sinh 
một đề bài về trị số nhỏ nhất của giá trị tuyệt đối : căn cứ định 
nghĩa của trị tuyệt đối,*tìm giá trị nhỏ nhất của |x -_ a| + |x - b| (a 
< bì). 

Đề bài cho toàn bằng chữ, đối với học sinh mới học quả thật 
là quá trừu tượng, ta rất khó tÌỉm ra mối liên quan giữa dự kiện 
và kết luận. Lúc đó ta đễ nghĩ đến có thể cụ thể hóa vấn đề trừu 
tượng này không ? Tìm cách làm rõ một số trường hợp cụ thể, 
sau đó từ những trường hợp cá biệt, cụ thể này mà tÌm ra phương 
pháp giải để suy ra cho cái chung. 

Ta ví dụ : a = 1,b = 2, xét giá trị nhỏ nhất của |x - 1| + |x 
- 2|, sau đó bàn về giá trị nhỏ nhất của chúng. 

Dùng phương pháp điểm không (gốc trục số) ta biết được 1 và 
2 là điểm không của x - Ì, x - 2. Do đó có : 

l—x†+2-x= 1l+2(i-x)> l1 (x< l); 
|x-1| +|x--2|={—1+x+2-x= 1 (1< x< 2); 
x— l†+x—-2= 2x-ä3> 4-ð= l(x> 2) 


Qua đó thấy rõ |x ¬ 1| Xã |x - 2| có trị số nhỏ nhất là 1. 


Từ ví dụ cụ thể trên, ta đã tìm thấy phương pháp giải trị số 
nhỏ nhất của |x ~ a| + |x _ bỊ. 


Đầu tiên tìm điểm không : xị = a, x;¿ = b. 


Do đó có 
a-x†+b—-x= (b-a)+2(a-x) > b—a(x< a); 
|x-a| +|x-b| =ix-atb-x= b-a (a< x<b); 
x-a†+x-b= 2x-a-b> 2b-a-b= b-a(x > b) 
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Từ đơ biết được |x - a| + |x - b| (a < b) có giá trị nhỏ nhất 
là b - a. 


Ta giả một ví dụ khác : Tìm hệ số của x. 


Với giải trị nào của a thì bất đẳng thức 0 < x2 +ax + ỗ < 4 
chỉ có một nghiệm. 

Nếu dùng đơn thuần phương pháp đại số để giải đề này thì rất 
phiền phức. Xét dấu bất đẳng thức đã cho,là biểu thức bậc hai, 
ta liền nghỉ đến đồ thị của hàm số bậc hai. Như vậy ta sẽ mượn 
đồ thị đưa vấn đề đại số trừu tượng chuyển về đồ thị hàm số bậc 
hai và quan hệ của nó với : 
vị trí đường thẳng. Nhờ tính » 
trực quan của hình vẽ giúp 


Ị 
l 
| 
ta cách giải bài toán. Ị 


Giả thiết y = x2 + ax + ð 
là hình parabol hướng bể 
lõm lên trên, còn y = 4 là 
đường thẳng nằm ngang 
song song với trục x và cất 
trục y ở +4. y = 0 là trục x. 
Do đó vấn đề trở thành : với 
giá trị nào của a thì đường 
parabol nằm giữa trục x và 
đường y = 4 chỉ có 1 điểm Hình 13-9 
(hình 13~9) ? 


Từ hình vẽ ta thấy, khi đỉnh của parabol ở phía trên đường . 
thẳng y = 4 bất đẳng thức không có lời giải ; khi đỉnh của nơ 
nằm thấp hơn đường thẳng y = 4, bất phương trình có vô số lời 
giải. Chỉ khi đỉnh của nó nằm trên đường thẳng y = 4 thì parabol 
và đường thẳng chỉ có một điểm chung, cho nên lúc đó bất đẳng 
thức vừa có đúng một nghiệm, tức có hệ phương trình. 

y=4 
y= x24 +ax+õỗ 


có hai nghiệm thực bằng nhau, nên tìm được a = #2. 
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Từ trừu tượng lùi về cụ thể còn có tỉnh huống khác nữa không ? 
Xin mời xem đề thi dưới đây. 


Hai anh em A và A' đi họp. Cùng dự họp còn có hai cặp anh 
em khác. Họ bát tay nhau, cùng anh em với nhau thì không bắt 
tay, mỗi người không bắt tay người khác hai lần. Sau khi bắt tay 
xong, A phát hiện, trừ A ra, số lần bát tay của mỗi người khác 
nhau. Hỏi A và A' mỗi người đã bắt tay mấy lần ? 


Đây là đề bài logic dùng lời văn diễn tả rất trừu tượng. Từ câu 
chữ mà xét rất khó làm rõ các mối quan hệ trong bài. Không ít 
học sinh khi gặp đề này, càng nghỉ cảm thấy đầu óc càng rối, 
không tìm ra đầu mối. Vậy làm thế nào ? Ta biến vấn đề trừu 
tượng này thành hình vẽ các đường nối. 

Dùng điểm để biểu thị người dự họp. Hai người bắt tay nhau, 
dùng đường nối hai điểm lại. Như vậy để trả lời câu hỏi A và A' 
bắt tay bao nhiêu lần trở thành việc tìm hai điểm A, A' đã nối 
với 4 điểm khác bàng bao nhiêu đoạn thẳng. 


Giải : Giả thiết hai anh em là A, A', ngoài ra hai cặp anh em 
khác là B, B' và C, C'°. Lấy một điểm trong số đó làm xuất phát, 
mỗi lần hai người bắt tay nhau thì nối thành 1 đoạn thẳng. Dễ 
dàng biết được A' không thể nối thành 4 đường. Giả thiết xuất 
phát từ C, vì hai anh em không bắt tay nhau cho nên C nhiều 
nhất nối được với A, A', B, B), tất cả 4 đoạn. Vì trừ A ra, số lần 
bát tay của mỗi người khác nhau, không kể A còn có ð điểm, chỉ 
có 5 kiểu nối khác nhau. Do đó số đoạn thẳng chỉ cớ thể là : 4, 
3, 2, 1, 0. C đã nối thành 4 đoạn, C° chỉ có thể không nối đoạn 
nào, B, B', A, A' mỗi điểm đã nối một đường (hỉnh 13-10a). Tiếp 
theo chỉ cần xác định cho B, B, A' trong đó điểm nào nối ba 
đường, hai đường và một đường. Ta có thể chọn tùy ý một trong 
ba điểm đó nối 3 đường, giả thiết đó là điểm B (dễ dàng biết rằng 
A' không thể nối 3 đường). Vậy điểm B chỉ có thể nối với : A, A' 
.(như hình 13-10b). Có thể thấy được : B nối 3 đường, A' nối 2 
đường, B` nối 1 đường, A nối 2 đường. Như vậy trừ A ra, số đoạn 
thẳng của 5 điểm còn lại đều khác nhau. Cho nên A bát tay 2 lần, 
A' cũng hai lần. 


88 


Hình 13-10 
Đề toan nay thực tế là vấn đề "bàn về hình chia nhánh" trong 
toán. 


Cụ thể hóa vấn đề trừu tượng tuy có nhiều cái lợi, nhưng 
khi dùng cần chú ý số trường hợp cụ thể hóa phải đủ để thảo 
luận rút ra quy luật, nếu không dễ bị sai lầm. Ví dụ như đề 
toán dưới đây. 

a là số tự nhiên # 0. Hỏi N = a† - 3a? + 9 là số nguyên tõ 
hay hợp số ? 

Đề bài có hệ số a nên khá trừu tượng, vì thế rất khó đoán NÑ 
là thuộc loại số gỉ. Do đớ phải giả thiết a thành các số cụ thể thay 
vào để xét 


=> 
E. 
® 
| 


= 1,N= l1-3+9= 7 số nguyên tố. 


2,N= 21-322+9 = l3 số nguyên tố. 


âm 
II 


Do đó có người đã khẳng định NÑ = a1 - 3a2 + 9 là số nguyén 
tố. Có đúng thế không ? Ta tiếp tục xét. 


Khi a = 3N = 31-3 x 3+9 = 63 hợp số. 


":a=4,N=4‡i-3x 4ˆ+9= 117 hợp số. 
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Điều đó nơi lên sự khẳng định trên kia là sai. Sự phán đoán 
chính xác có thể là : 


Khi a < 2, N là số nguyên tố. 
Khi a > 2, N là hợp số. 


Phán đoán này đã đúng chưa, còn cần phải theo logic phân tích 
thêm 


Khi a > 3 giả thiết a = 3m, m là số tự nhiên. Do đó : 
N = (3m)4 - 3(3m)2 + 9 = 9(9m4 ~ 3m2 + 1) 
= 9[(3m2 ~ 1)2 + 3m2] 


Tất nhiên (3m2 - 1) + 3m2 là số tự nhiên lớn hơn 1, tức có thể 
chia N thành tích hai số tự nhiên lớn hơn 1. 


Khi a = 3m + 1 ta có N = (9m2 + 3m + 1) (9m2 + lõm + 7). 
Cho nên N là hợp số. 


Qua đó có thể thấy, sự phán đoán lần sau là chính xác. 


Vậy vì sao lần đầu đã phán đoán sai ? Đó là vì khi phán đoán 
đã áp dụng phép qui nạp từ cụ thể đến trừu tượng để suy diễn, 
điều đó không hoàn toàn là quy nạp. Trên logic mà nóới, thật ra 
không phải vì thế mà không bảo đảm kết luận đúng đắn. Do đó 
khi áp dụng phải cẩn thận, phải thử số lần nhiều hơn. Nghe nói 
nhà toán học Ó-le cũng đã từng dùng đa thức n2+n + 41 để biểu 
thị số nguyên tố. Nhưng sự thể nghiệm đó đã không thành công. 
Vì cho dù khi n = I1, 2,... 39 thì n2 +n + 41 đều là số nguyên tố, 
nhưng khi n = 40 giá trị của nó không còn là số nguyên tố nữa : 
402 + 40 + 41 = 412 


Từ cách suy nghỉ giải ba đề trên bạn có thể quy nạp và khái 
quát ra phương pháp chung để từ trừu tượng đưa về cụ thể được 
không ? 

4) Từ toàn thể dưa về bộ phận. Bạn có thể giải đề toán 
sau không ? 
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Tìm chữ số cuối cùng của số 19851981 + 19871288 ? 


Vừa xem qua đã thấy con số lớn quá, dùng máy tính cũng khó 
tính ra kết quả. Người có nhiều kinh nghiệm chắc sẽ nghĩ ngay 
đến không cần tính toán hết tất cả các trị số, chỉ cần tÌm ra chữ 
số cuối cùng là được. Vì đề cho là tổng của hai lũy thừa, không 
tìm ra ngay số cuối của tổng được, do đó đầu tiên phải tÌm ra số 
cuối cùng của từng số lũy thừa, sau đó mới cộng lại để tỉm số 
cuối. So sánh số cuối cơ số của hai số này ta thấy một số là 5ð, 
một số là 7. Rõ ràng chữ số hàng cuối của 19851284 với bất kì số 
mũ nguyên dương nào cũng đều là 5. Bây giờ ta quan sát số 
19871288 có chữ số cuối biến đổi theo quy luật nào. 


7! cố chữ số cuối là 7, 


E: - SuáwU6484/0A61Jel/6n 9 
3l) sai030496/EA60f00 NGA) 3 
ÝY sũyay adổ Màn lu) 1 
fP" - x800vkddbiadtlWi ca) 7 
TP” gel) de0MQ0WEMXAM 9 


Từ đó có thể thấy rõ chữ số cuôi của nó xuất hiện theo chu kÌ 
lặp đi lập lại của 4 số ; 7, 9, 3, 1. 1988 chia vừa hết cho 4, nên 
chữ số cuối của 19871288 là số 1. Vậy 


19851283 + 19871288 có số cuối cùng là 6. 

Cách giải để này đã áp dụng phương pháp từ toàn bộ lùi về bộ 
phân. 

Khi ta gặp một vấn đề mênh mông, khó giải thi nên nghĩ đến : 
có thể giải quyết vấn đề theo từng bộ phận được không ? Đương 
nhiên là nên chọn khâu dễ nhất, yếu nhất để giải quyết trước. 
Giống như đánh đồn, tìm chỗ dễ đánh nhất chọn làm chỗ đột phá, 
từ đó mở rộng ra dần. Từ toàn thể lùi về bộ phận, tỉm chỗ đột 
phá cũng là phương pháp tư duy thường dùng. 
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Phương pháp từ toàn thể lùi về bộ phận thực chất là chia vấn 
đề ra thành từng phần, giải từng phần một, sau đớ tổ hợp lại để 
giải quyết toàn bộ. 

5ð) Từ chỗ cứng lùi về chỗ mềm. Khi gặp một vấn đề khó, 
có lúc có thể nghỉ : nếu tạm thời bỏ qua hoặc nới rộng một điều 
kiện nào đó thì vấn đề sẽ giải được dễ dàng, tức là tạm thời giải 
quyết một vấn đề yếu hơn. Sau đó dùng kết quả này làm bàn đạp 
để giải quyết vấn đề. 

Dưới đây nêu một ví dụ hình học để nói rõ cách áp dụng phương 
pháp này. 


VÍ dụ 1. P là một điểm trong góc XOY. Tìm đoạn thẳng vẽ 


qua P cát OX ở M, cát OY ở N, và sao cho XI = : (hình 13 - 12) 


ON 
Rõ ràng đoạn thẳng cần tìm phải thỏa mãn hai điều kiện : thứ 
OM 2 
nhất, đi qua điểm Ð ; thứ hai ÔN*53: Muốn một bước thực 


hiện được ngay là rất khó. 


Ta nới rộng điều kiện ra, trước hết tạm bỏ qua điều kiện đoạn 
thẳng đi qua P. Ta vẽ đường thẳng trong góc XOY, cát OX, OY 


2 ' 
ở Mì và N' sao cho OM':ON' = 3" Điều này rất dễ. Lấy một 


đoạn thẳng u bất kì làm đơn vị, trên OX lấy OM"' = 2u, trên OY 
lấy ON' = đu. Nối MÌN' là được (xem hình 18 - 12). 


x 


⁄— r 


Hình 13-11 Hình 13-12 
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Vấn đề "hơi yếu" này với vấn đề ban đầu có mối quan hệ gì ? 
Nó có trở thành bậc thang để giúp:ta tiến lên giải quyết vấn đề 
ban đầu không ? Nếu bạn đã làm quen với định lí chia các đường 
thẳng thành đoạn tỉ lệ thì sẽ thấy ngay bây giờ chỉ còn lại là cách 
vẽ mà thôi, tức qua điểm P ta vẽ đoạn thẳng MN // MÌN' là xong. 


Qua ví dụ trên ta thấy rõ, vấn đề "hơi yếu" ở đây thực chất là 
bước bát đầu để giải quyết vấn đề ban đầu. Nó là vấn đề phụ của 
vấn để ban đầu. Nó có tác dụng biến vấn đề từ khó đến dễ, đích 
thực là bậc thang có ích cho ta. 

Tất nhiên, cũng có lúc không thay đổi dữ kiện mà chỉ "nới rộng" kết 


A 1, 


luận. Đó cũng là cách biến thành giải quyết một vấn đề "mềm" hơn. 


Ngoài ra, trong toán học, khi chứng minh một định lí nào đó, 
để cho quá trình chứng minh được ngắn gọn, rõ ràng, ta rút một 
phần của định lí ra làm thành một mệnh đề và trước hết chứng minh 
mệnh đề (tức "định lí mềm" hơn) này, theo thới quen hay gọi đơ 
là định lí dự bị. Chắc mọi người còn nhớ khi học về hình đồng 
dạng đã có một định lí đưa ra dưới hình thức bài tập như sau : 


VÍ dụ 2. Đoạn thẳng cát hai cạnh bên và song song với cạnh 
thứ ba của tam giác sẽ làm thành tam giác mới có 3 cạnh tỉ lệ 
với tam giác củ. 

Đây rõ ràng là một định lí, nhưng vỉ sao trong sách giáo khoa 
(của cấp II Trung quốc) không gọi là định lÍ mà làm thành bài 
tập ? Đó là vì trong sách giáo khoa nó chỉ được dùng để chứng 
mỉnh một định lí : đoạn thẳng song song với đáy và cắt hai cạnh 
bên của tam giác sẽ tạo thành tam giác mới đồng dạng với tam 
giác củ. Để dễ hiểu, ta chép lại dưới đây đoạn chứng minh đó. 


Trong tam giác ABC của hình 13-13, EF // BC. 


AE  AF EF : 
ABT7AC" Bể (kết luận của ví dụ 2) 
EF//BC > ‡<l= <BÖ = AAEF ~ AABC 
<2=<C 
<A=<A 


93 


` 


Tương tự, có thể chứng minh hình 13-14 khi EF // BC thì 
AAEF ~ A ABC 


£ F 


lMHình 13-13 Hình 13-14 
Qua đó ta thấy, phương pháp tư duy từ vấn đề cứng lùi về vấn 
đề mềm có hai cách làm khác nhau. Một cách là nới rộng điều 
kiện hoặc kết luận, cách khác là lấy một phần trong quá trỉnh 
chứng minh làm vấn đề bổ trợ. Cả hai cách làm này thực tế đều 
là chia vấn đê ban đầu thành mấy vấn đề độc lập liên quan với 
nhau, làm cho vấn đề trở thành dễ giải quyết hơn. 


68) Biến đổi kết luận. Có nhiều đề toán, nếu cứ quanh quẩn 
mãi theo các điều kiện và kết luận của nó thì rất khó giải hoặc 
rất phiền phức. Khi đó bạn có thể nhớ đến những kiến thức đã 
học để thay đổi kết luận đi một tí thành dạng dễ giải hơn. Đó 
cũng là cách tư duy thường dùng trong giải bài tập. 


Thay đổi kết luận bài toán như thế nào ? 

Có một cách là phán kết luận ra thành vài phần đơn giản, giải 
từng phần một, cuối cùng tổng hợp lại. 

VÍ dụ 1. Giả thiết x > y > z > 0. Chứng minh 


x3xy2yz2z > x Y†2yZtXzX+Y (1) 
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Chứng minh trực tiếp bất đẳng thức (1) rất khó. Ta có thể chia 
kết luận ra thành : 


Điều kiện để bất đẳng thức (1) thành lập là 

XX,XxXyY,yY.z?,z7 > XỲ.X7.v,y?.zX,zY (2) - 
Điều kiện để (2) thành lập là 

(xyY)(yYz2)(z2x1)  > (xYWy*)(y22Z)(zx2) (3) 
Điều kiện để (3) thành lập là 

XxyV > xYy!, vYz7 > V*“zY ; 77XX > zZXX? -_ 4) 


Như vậy kết luận (1) được phân giải thành ba bất đẳng thức 
của (4). Nếu lần lượt chứng minh được ba bất đẳng thức của (4) 
thì tức là đã chứng minh được (1). 


Quan sát ba bất đẳng thức của (4) ta thấy có đặc điểm các chữ 
đều đối xứng luân phiên nhau. Cho nên chỉ cần ta chứng minh 
được một trong ba bất đẳng thức là được. 


Vị x>y> 0nên ý > 1,x-y >Ô, 


.‹ = 
Cho nên 3 Ï > 1 do đó xXY > y*ˆY tức xXyY > xWyX, 


Tương tự ta có:  yŸYzz > y?zY ; zxX > z7XX, 

Nhân các vế trái với trái, phải với phải của ba đẳng thức ta được 
x^xy2yz27 > XY†#y?†Xzy+X 

Còn một cách nữa là biến kết luận thành dạng khác kết luận 


ban đầu nhưng thực chất giống dạng ban đầu, từ đó mà có cách 
giải ra kết quả. 


Ví dụ 2. Cho tam giác OPQ, trong đó góc POQ = 1209 (hình 
18-15). Đường phân giác của góc POQ cát QP ở R. Chứng minh : 
1 1 1 


ðR 7 OP 08 co 
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Bài này có rất nhiều cách giải. Nếu giải bằng cách biến đổi kết 
luận thì ta dễ nhìn ra con đường để đi tới. 
Ta có thể biến đổi (1) thành : 


OR _,_OR _OQ-OR 


öðP“! öø§F" 09 42) 
Cho nên, nếu trên 

OQ ta lấy OG = OR 

P thì (2) sẽ trở thành : 


TY Tin Ti (3). 


\ Tam giác ORG là 
À` tam giác cân, góc đỉnh 
\ Ô = 60 nên là tạm 
giác đều. VÌ vậy muốn 
s 6 Ñ chứng minh (3) thì chỉ 
cần chứng minh 

Hình 13—~15 GR, Gq 


vậy vấn đề ban đầu trở thành vấn đề SE = SẼ với điều kiện 
phụ là OG = OR. Dưới đây ta sẽ chứng minh đẳng thức (4). Nhìn 
vào hình vẽ ta thấy chỉ cần chứng minh GR // OP (bạn đọc tự 
chứng minh được chứ ?) rồi dùng định lí talet là được. Sau đó từ 


(4) đi ngược trở lại vấn đề ban đầu. 


Ví dụ 3. Với giá trị nào của m, đường parabol y = xˆ + 1 luôn 
nằm bên trên đường thẳng y = -2x - m (hình 13-16) (1). 

Từ điều kiện đầu bài ta biết, đường thẳng y = -2x - m là một họ 
đường thẳng có hệ số góc bằng -2, còn đường parabol y = x" + Ï 
có vị trí cố định, tọa độ đỉnh là (0, 1). bề lõm hướng lên phía trên. 
Tìm M sao cho thỏa mãn điều kiện đầu bài ? VÌ trước đây ta chưa 
hề giải loại bài này nên khó nghỉ được ngay cách giải. 
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Ta thử động não biến đổi 
kết luận xem. Điều đó đòi hỏi 
phải trở về những khái niệm cơ 
bản nhất tức là định nghĩa. 
Trong tọa độ phẳng, điểm 
A(xaA, yA) ở phía trên điểm B 
(xp, yp) nghĩa là gỉ ? Rất đơn 
giản, đó là yA > ypg. Xuất phát 
từ điểm cơ bản đó ta suy ra 
đường parabol y = x2 + 1 ở phía 
trên đường thẳng y = -2x - m 
thực chất là trên cùng hoành 
độ, tung độ của các điểm 
đường parabol y = x2 + 1 lớn 
hơn tung độ các điểm của 
đường thẳng y = -2x - m. 


Hình 13-16 
Tức là y = x2+l > y = -2x-m 
x2+l >-2x-m (2) 
x2+2x+m+l >0 (3) 


Giải bất đẳng thức này làm ta nhớ đến quan hệ giữa x với đồ 
thị hàm số bậc hai. 

Bất đẳng thức (3) thực chất nới lên đường parabol y = x2 + 2x 
+m + 1 ở phía trên trục x, muốn thế chỉ cần biệt số A < 0 tức 
là giải bất đẳng thức 4 - 4(m + 1) < 9. Đây là vấn đề ta đã thành 
thạo. 

Qua quá trình phân tích trên chứng tỏ chỉ cần biến đổi kết 
luận (1) thành (3) thì bài toán sẽ được giải dễ dàng. Ở đây (3) và 
(1) thực chất là như nhau, vấn đề chỉ là chuyển hóa từ hình vẽ 
sang vấn đề số. 
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13 - CHÚ TRỌNG KĨ XẢO, NẮM VỮNG , 
NHỮNG PHƯƠNG PHÁP PHỔ BIẾN 


1. Phương pháp đưa về bình phương (hay là 
hương pháp dùng hằng đăng thức đáng nhớ 
Vào khoảng 3000 năm trước công nguyên, người cổ đại Babilon 
(nay là ưu vực hai sông I-ran, I-räc) đã nêu lên một vấn đề đại 
số như sau : tỉm một số mà tổng số đó với nghịch đảo của nó đúng 
bằng nơ. Dùng ngôn ngữ toán học biểu diễn là tìm x, sao cho x + 


xx! =b, tức tìm nghiệm của phương trình bậc hai x2 - bx + 1 = 
b b 
0. Họ đã đặt ra hs. , sau đó tìm \ S) SG rồi giải được đáp 


b b2 b ¬j b\2 An tà, s4 
số 7 † (3) lvàz - (s} T1 . Tức là từ xa xưa người 
ta đã tìm được phương pháp đưa về bình phương để giải phương 
trình bậc hai. 


Trong quá trình biến đổi để đi đến công thức tìm nghiệm của 
phương trình bậc hai ax2 + bx + c = 0 (a z# 0), bước then chốt 
nhất là biến đổi tam thức ax2 + bx + c về bình phương của một 
tổng, gọi tát là phương pháp đưa về bình phương. 


Từ ax2 + bx +c = 0 chuyển vế được 
ax2 + bx = -c 
b c2 b\‹2 
2 = =. "¬ 
LNN x+ (2) (gas) Xà Tà 
bu; b2 _— 4ac 
+ —-— —_. —— 
tức (x 5a ) PP 


Phương pháp đưa về bình phương đã đặt cơ sở cho việc giải 
phương trình bậc hai nói chung. Đó là phương pháp phổ biến để 
giải phương trình bậc hai. Chỉ riêng một điểm đó cũng đủ thấy 
phương pháp đưa về bình phương rất quan trọng. Đương nhiên sự 
ứng dụng của nó còn rộng hơn nhiều, ví dụ tìm giá trị của,biểu 
thức đại số, tích của các số hạng, giải phương trình, tìm giá trị 
cực của hàm số bậc hai, chứng minh bất đẳng thức, v.v... đều dùng 
đến. 

Phương pháp đưa về bình phương tức là phân tích tam thức 
bậc hai thành biểu thức bình phương hoặc một phần của nó thành 
biểu thức bình phương. 

Dưới đây đưa ra mấy ví dụ để nói rõ ứng dụng chủ yếu của 
phương pháp này. 

1) Đơn giản hóa và tìm giá trị. Cho biểu thức sau : 

n = 1 —-.. 1... 

9m? — 6m + 1 (m<g) ; Wsin20° — 2sin209 + I; 
mm“... _ 
lg2lg25 + (Ig2)2 + (Ig5)2 + 1 
tiếp đưa về bình phương để tìm giá trị. Cách làm như sau : 


{9m2 - 6m + 1 = |(3m - 1)2 =1 - 3m (m<3) 


` 


sin220° — Øsin209 + 1 = j(sin209 — l)2 = 1 — sin209. 


Mấy đề bài này đều có thể trực 


1 1 

Ig2lg25+ (1g2)2+ (Igð)2+ 1  (lg22+2lg2lgs+(gð2+1 - 
z 1 "- 
(g2+lgB)2+1 2 


Dưới đây là những đề khó hơn. Bạn đọc có thể tự giải trước 


{3 - 2/5 ; {x - 2x “TT + {x + 2X TT & z 1). 
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Đối với loại đề này, cần biến đổi một số hạng nào đó để có lợi 
cho việc đưa về bỉnh phương tổng (hoặc hiệu). 


3- 2/2 = {2 - 2/2 +1 = {W2 - 2j2.1+1 = 
{W2 - 1 = 2 -1. 
Ýx - 2[x “TT + Ýx + AX ~ TT (>1) 
=\Jx—-1-2x I+1+dxz-1+2xg-I+1= 
{dx =T - 1? +{dx TT +1? = 


2Ÿx - l1 khi x> 2 
2 khi 1 <x<2 


|{z=T1-1|+Ýx=1+1= 


Dưới đây là đề toán phải vận dụng linh hoạt hơn phương pháp 
trên. 


Biết : a ~ b = V2 +1,b—-c=V2 -1 
Tìm giá trị a? + b2 + c2 ~ ab - be - ca ? 


Phân tích : Ta đã biết giá trị của a ~ b và b - c, tức là gợi ý 
ta nếu biến đổi biểu thức cần tìm về dạng (a - b)2, (b - c)2 thì 
vấn đề sẽ rất đơn giản. Trực tiếp dùng biểu thức trên đưa về dạng 
bình phương là rất khó, do đó ta tìm œách đưa về đẳng thức sau : 


: 1 
a2 + bể + c2 - ab ~ be - ca = 2 (2aˆ + 2b? + 2c? ~ 2ab - 2bc — 2ca) 
1 
= 5 [(a2 - 2ab + b2) + (b2 _ 2be + c2) + (c2 _ 2ca + a2)] 


1 
= s [ta - b)# + (Œb - c)# + (c - a)?] 
Ỏ đây xuất hiện số hạng (c - a)2, có thể tìm được không ? Cơ. 
Ta biến đổi như sau : 
c—a = -(a -c) = -[(a - b) +(b - ©)] 
- (2 +1 +2 - 1) = -2V2. 
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Cuối cùng thay vào ta tìm được : 
1 
a2+b2+c2 - ab - ac - ca = 53 [(V2 + 12+ (V2- 1)2+ (-22)2] = 7. 


2) Biến đổi thành tích. Gặp một đa thức bậc hai, muốn biến đổi 
thành tích các đơn thức ta thường dùng phép đưa về bình phương. 


Ví dụ 1. Biến đổi ax? + y2 - z2 + 6xy thành tích. 
Ta biến đổi như sau : 
9x2 + y2 - z2 + 6xy = (9x2 + 6xy + y2) ~ z2 
= (3x + y)2 - z2 = (3x +y + z)(3x + y - 7). 
Ví dụ 2. Phân tích biểu thức1 - a2b# + 2ab2c3 ~ c6 thành tích. 
Ta biến đổi như sau : 
1 - a?b4 + 2ab2c3 - c6 = 1 ~ (a?b# - 2ab2c3 + c6) 
= 1 - (ab2 - c3)2 = (1 - ab2 + c3)(1 + ab2 - c3) 


3) Giải phương trình. Như trên đã nơi, phương pháp đưa về 
bình phương là phương pháp phổ biến để giải phương trình bậc 
hai một ẩn số, là cơ sở lí luận để lập công thức tìm nghiệm. Tuy 
nối chung, phương pháp này dùng để giải phương trÌnh bậc hai 
chưa đơn giản bằng phương pháp khác, nhưng đối với một số 
phương trình, dùng nó lại rất đơn giản và nhanh. 


Ví dụ : Giải phương trình x2 - 6x - 9991 = 0. Nếu dùng công 
thức tìm nghiệm sẽ được : 


6 + {36 - 4(-999)x1 6 + {36+39964 
* =—————————— => ——>~—=————— 
2 


2 
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Trong quá trình tính toán trên, số -9991 trong căn là 4 số, 
phải làm phép nhân phức tạp, các phép tính nhiều. Nếu dùng 
phương pháp đưa về bình phương sẽ đơn giản hơn. 


x¿— 6x +9 = 9991 +9 
(x_- 3)2  = 10000 
x3 = +100. 


Tất nhiên, nếu dùng công thức tìm nghiệm, nhưng tính khéo 
hơn thì cũng nhanh. 


Tức là {36-4 x (9991) x (—1) = 29 + 9991 = 2x 100. 


Độc giả có thể suy nghỉ xem dạng phương trình bậc hai như 
thế nào thì dùng phương pháp đưa về bình phương đơn giản. 


4) Giải bất đẳng thức. Có một số bất đẳng thức bậc hai dùng 
phương pháp đưa về bình phương giải rất đơn giản. 


Ví dụ giải bất đẳng thức 4x2 - 12x + 9 < 0. 
Biến đổi 2 vế ta được : (2x - 3)2 < 0 


Cho nên nghiệm của bất đẳng thức chỉ có thể là | 


to| & 


} 


Ví dụ khác. Giải bất đẳng thức 2x2 - 4x + 3 >0 


R) 
Trước hết đơn giản thành x2 ~ 2x + 3s” 0. 


1 
(& — 1)2 + 5 >® 
Dù x lấy với giá trị nào, bất đẳng thức đều thành lập. Do đó 
tập nghiệm của bất đẳng thức là tất cả các số thực. 
Ví dụ : Với giá trị nào của m, -x2 - 2x + m - 6 luôn âm ? 
Ta có : Nếu biến đổi hệ số của x2 thành dương ta có : 
x.+2x-m+6>0 
Hay (x+1)2+5-m >0. 
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Muốn cho —-x2 -~ 2x +m - 6 luôn âm thì chỉ cần 5 - m > 0 tức 
m < 5, 


Qua ví dụ trên ta thấy, bất đẳng thức bậc hai sau khi đưa về 
bình phương, vấn đề được giải quyết trở thành rõ ràng, đơn giản. 


5) Chứng minh bất đẳng thức. Trong chương trình toán cất, 
hai tuy chưa giảng đến chứng minh bất đẳng thức bậc hai nhưng 
thực tế thì có rất nhiều chỗ đã dùng đến và nhờ đỏ rút ra được 
nhiều kết luận quan trọng. Một trong những kết luận thường dùng 
là : bất đẳng thức a > 0, dấu bằng chỉ thành lập khi a = 0. Nếu 
dùng ngôn ngữ để diễn đạt là : bình phương của bất kì số thực 
nào đều không nhỏ hơn không. 


Từ đó còn có thể rút ra các kết luận quan trọng sau : 


-a2< 0 khi và chỉ khi a = 0_ dấu bằng mới thành lập. 
a2+m >m khỉ và chỉ khia=0 se 

xa + 1fÊÐ 6 1: — xoài —  —  — sxậmy 
a2+b2=0 ....... a=o0,bz0  ......... 


Các bất đẳng thức trên đều có đặc điểm chung là : các số hạng 
bình phương. Đó là căn cứ để chứng minh các bất đẳng thức khác. 
Dưới đây nêu 3 ví dụ : 


Ví dụ 1. Chứng minh nếu a > 0, b2 - 4ac < 0 thì đối với bất 
kì số thực nào ax2 + bx + c > 0. 

Muốn chứng minh bất đẳng thức ax2 + bx + c > 0 luôn thành 
lập, đầu tiên ta có thể đưa ax2 + bx + c về dạng bình phương. 


2x2 +bx+c= a(x +), NUNG 
“ ...c : b \2 xi 
VÌ với bất cứ giá trị nào của x, (x+z_ ) > 0 và vì b2 - 4ac < 0 


4e -b> 0 


cho nên, chú ý đến HN, 
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Do đớ, với bất kÌ giá trị nào của x, ax2 + bx +c > 0. 
Ví dụ 2. Chứng minh, với bất kì số thực nào của a, b, c, d đều 
có (a2 + b2)(e2 + đ2) > (ac + bđ)2 


Trực tiếp chứng minh kết luận này là khớ, ta biến đổi kết luận 
đi, dùng phương pháp so sánh để chứng minh (a2 + b2)(c2 + d2) - 
(ac + bd)2 > 0 thành lập. 


Muốn chứng minh vế trái > 0 khiến ta nghí tới đưa nó về dạng 
bình phương. 


(a2 + b2)(c2 + d2) ~ (ac + bd)2 = 


a2c2 + b2c2 + a2d2 + b2d2 - a2c2 - 2abcd ~ b2d2, 


b2c2 - 2abcd + a2d2 = (bc ~ ad)2. 


Rất tuyệt ! Qua biến đổi ta được bình phương của một hiệu rất 
gọn. Thực ra thì bản thân vấn đề đã hàm chứa điều này, nếu 
không thì kết luận không thể thành lập được. 


Dưới đây nêu một ví dụ có tính chất tổng hợp hơn. 


VÍ dụ 3. Giá thiết a, b, c là ba cạnh của tam giác ABC. Chứng 
minh a(b2 + c2) + b(c2 + a2) + c(a2 + b2) > a3 + b3 + c3 + 2abec. 


Thông thường, dùng phương pháp so sánh để chứng minh. 
Lấy vế trái trừ đi vế phải được : 

a(b2 + c2 - a2) + b(c? + a2 - b2) + c(a? + b2 ~ c2) - 2abec 

= a(b2 ~ 2bc + c2 ~ a2) + b(c2 + 2ca +a2 ~ b2) + c(a? - 2ab + b2 — c 2) 
= a(b~c+a)(b - c— a) + b(c+a +b)(c+a - b) +cía - b+c)(a - b ~ c). 


= (a-b +c)[-a(Œb - c+a) + b(a +b + c) + c(a - b ~ c)] (dùng 
phép đưa về bình phương) 


= (a—b+c)(—-a2 + 2ac - c2 + b2) = (a ~ b +€c)[b2 - (a - e)2] 
(đưa về bình phương) 


= (a~—b+c)(Œồ +a ~c)(b - a +c). 
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Căn cứ tính chất tổng hai cạnh bất kì của tam giác bao giờ 
cũng lớn hơn cạnh thứ ba, ta có : 


a-=b+c>0,b+a-c>0,b-a+c>0. 


Trên đây đã hai lần đưa về bình phương (dùng hàng đẳng thức 
đáng nhớ) để giải bài toán. 


6) Bàn uề phương trình bộc hai một ẩn số. Thảo luận về phương 
trình bậc hai đề cập đến rất nhiều vấn đề, thường gặp có : bàn 
về nghiệm, tìm trị dạng đại số của nghiệm, tìm hệ số của phương 
trình, v.v... Dưới đây nêu ví dụ. 


VÍ dụ 1. Chứng minh với bất kÌ số thực nào của m, phương 
trình x2 + (m + 3)x + m ~ m2 = 0 luôn có hai nghiệm thực khác 
nhau. 


Muốn chứng minh phương trình bậc hai luôn cớ. hai nghiệm 
thực khác nhau thì chỉ cần chứng minh biệt thức A luôn lớn hơn 
không. 


Do đớ, vấn đề này thực chất là dùng phương pháp đưa về bình 
phương để chứng minh bất đẳng thức. 


A =(m +83)2 - 4(m ~ m2) = 5m2 + 2m +9 


lI 
œI 


1 
Vì ụm + s. > 0 nên A > 0, vấn đề đã chứng minh. 


VÍ dụ 9. Giả thiết hai nghiệm của phương trình x2+px + p2 - 1 
là œ và Ø. Thử dùng p biểu thị o2 + Ø2, o4 + Ø4. 


Từ định lí Viet ta có : « + Ø = -p, œØ = p2 - 1. Bình phương 
lên là có thể tìm được. Bạn đọc tự làm. 
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Ví dụ 3. Giả thiết phương trình x2 + (m + 1)x + 2m - 1 =0 
cố hai nghiệm đều là số nguyên. Tìm giá trị nguyên của m ? 

Muốn cho phương trÌỉnh có nghiệm nguyên, biệt thức A phải là 
số chính phương, tức yêu cầu phải đưa A về dạng bình phương. 


A 


(m + 1)2 - 4(2m - 1) = m2 -~ 6m + 5. 


(m - 3)2 - 4 
Giả thiết (m - 3)2 - 4 = n2 (n là số nguyên không âm) 
vậy (m - 3)2 - n2 = 4 
(m +n ~ 3)(m —n - 3) = 4 
Vì vế trái là tích của hai số nguyên, do đó ta phân tích vế phải 
4=1x4=(-l) x (4) =2x2= (-2) x (-2) 


Được hệ bốn phương trÌnh : 


mằ+n-3= 1 m +m — 3 = -l 

m¬n —-3= 4 m—n — 3 = -4 \ 

m+n-3=2 m+n—3 = -2 \ 

m—n—-3=2 m—n — 3 = -2 X- 


Giải ra được m 


1 hoặc m = 5ð. 


7) Nghiên cứu những tính chất chung của phương trình bậc hai. 


Phương pháp dùng hằng đẳng thức đáng nhớ có một tác dụng 
rất quan trọng trong nghiên cứu phương trình bậc hai y = ax2 + 
bx + c (a z# 0). Ví dụ nghiên cứu tọa độ đỉnh parabol, phương 
trình trục đối xứng, đồng biến, nghịch biến, giá trị cực, v.v... đều 
thông qua phương pháp này để đưa phương trình bậc hai về dạng 
điểm đỉnh y = a(x + m)^ + n sau đó thảo luận. Điều đáng chú ý là : 
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dùng phương pháp này tìm giá trị của phương trỉnh so với công 


thức giá trị cực Ycụe = 


4ac — b2 


4a 


thì có những độc đáo riêng : giản 


tiện, dễ nhớ. Do đớơ, khi cần tìm giá trị cực, người ta Ít rập khuôn 
dùng công thức mà lại thích dùng phương pháp hằng đẳng thức 


để giải. 


VÍ dụ : Cho tam 
giác ABC như hình 
14-1, đáy BC = a, 
chiều cao AH = h. 
Muốn cát 1 hình chữ 
nhật DEFG, cạnh EF 
trên BC. Hỏi DE phải 
bằng bao nhiêu để 
được diện tích hình 
chữ nhật lớn nhất ? 

Ta giả thiết chiều 
dài hình cbữ nhật EF 


= x, rộng DE = y, diện tích là 8. 


Vì DG // BC nên ` = 


§ my“ 


-cỆ ( 


D 
8 E 
Hình 14—1 
+ 
hy 
"` 
\ 
(h -yy 
h2 ah 
HN 


A 


h h_ ~ h 
Cho nên khi y = 2 tức DE = a ta cố Š = = lớn nhất. Khi 


2 


đó diện tích hình chữ nhật bằng một nửa diện tích tam giác. 


2 


4 


8) Vé đồ thị hàm số bậc hai. Cho phương trình bậc hai 
y = ax?2 + bx + c, vẽ đồ thị của nó. Trước hết. ta biến đổi nó 


thành dạng điểm đỉnh : 
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_ 4đac — b2 


= 2 Ý z RS.4 
y a(x + m)^ + n, trong đó m 2a 4a 


Sau đó căn cứ vào tính đối xứng của parabol đối với trục đối 
xứng x = -m để lấy các giá trị x ở hai bên -m 


Ví dụ : Vẽ đồ thị của y = 2x2? - 4x + ð. 
Ta biến đổi y = 2x2 - 4x +5 = 2(x - 2+3 


Lập bảng 


Ta được đồ thị như 
hình 14-2. 


2. Phương pháp xác 
định hệ số 

Nơi đến phương pháp xác 
định hệ số, khá nhiều học sinh 
cảm thấy mới lạ, thực ra việc 
tìm mối quan hệ giữa nghiệm 
và các hệ số của phương trình 
bậc hai (định lí Viét) chính là 
dùng phương pháp xác định hệ 
số để giải quyết. Phương pháp 
xác định hệ số là phương pháp 
toán học căn cứ vào tính chất Hình 14-2 
các số hạng đồng dạng của hai 
vế luôn bằng nhau để đưa vấn đề về cách giải phương trình mà 
trong đó hệ số chờ xác định sẽ là ẩn số. Đây cũng là một phương 
pháp toán học quan trọng thường dùng. 


Dùng phương pháp xác định hệ số có thể tìm số thương và số 
dư, phân tích đa thức thành tích, tìm hàm số, giải phương trình, 
biến đổi phân thức, chứng minh điều kiện đẳng thức, v.v... 
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1) Tìm thương và số dư. Dùng phương pháp xác định hệ số tìm 
thương Q(x) và số dư R(x) của x3 + x + I chia cho 2x2 + 3x + 1. 


Giải : Vì số bị chia là biểu thức bậc ba, số chia là bậc hai nên 
có thể giả thiết thương Q = ax + b, số dư là R = cx + d. 


Vì x3 + x2 + L = (ax + b)(2x2 + 3x + 1) + (ex + đ) 
tức x3+x2+1l= 2ax3+ (3a+2b)x2+ (a+ 3b+c)x+ (b+ d). 


So sánh hệ số của hai vế ta được : 


Ö 1 
vàn 
l1 = 9a ke 1 
1= 3a + 9b Suy 4 
0=a+3b+ec CÔNG Nh - 
I=b+d Tin 
5 
d =2 
1 1 1 5 
Vậy số thương Q(x) = 2 x — 2 số dư RŒ&) = + MP 


Khái quát quá trình trên ta thấy, dùng phương pháp xác định 
hệ số để tìm thương và số dư của phép chia đa thức có mấy đặc 
điểm sau : 

(1) Bậc của số bị chia và số chia sẽ quyết định bậc của thương 
và số dư và dùng hình thức xác định hệ số để giả thiết dạng biểu 
diễn của chúng. Bậc của thương là hiệu giữa bậc số bị chia và số 
chia, bậc của số dư thấp hơn bậc số chia một bậc. 

(2) Từ đẳng thức cơ bản của phép chia f(x) = Q(x).g(x) + r(x) 
(trong đó f(x) là số bị chia, g(x) là số chia, Q(z) là thương và r(x) 
là số dư) so sánh hệ số những số hạng đồng dạng của hai vế sẽ 
lập được hệ phương trỉnh trong đó hệ số chờ xác định là ẩn số. 
Đây là mấu chốt của phương pháp xác định hệ số. 
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3) Giải hệ phương trình, tìm được các hệ số, từ đó tìm được 
thương và số dư. 

2) Phân tích da thức thành tích. Phân tích đa thức 
2x? — 3xy — 2y2 + 3x + 4y — 2 thành tích. 

Đây là đa thức bậc hai có hai ẩn số, phân tích trực tiếp rất 
khó khăn. Quan sát ba số hạng đầu của đa thức ta có thể phân 
tích thành : 2x2 - 3xy — 2y? = (2x + y)(& — 2y). 

Do đó ta phán đoán : nếu đa thức 2x2 - 3xy - 2y2 + 4y - 2 có 
thể phân tích thành đa thức bậc nhất, thì tất nhiên sẽ có dạng : 
(2x + y + n)(x - 2y + m). Chỉ cần ta tìm ra m và n thì có thể 
phân tích đa thức thành tích được. Nếu m, n không tồn tại, thì 
có thể khẳng định đa thức này không thể phân tích thành tích. 

Do đó ta giả thiết 2x2 - 3xy - 2y2 + 3x + 4y - 2 

= (2x + y +n)(x - 2y + m) tức là 


2x?-3xy-2y2+3x+4y-2 = 2x2-3xy-2y2+(2m+n)x+(m-2n)y+mn 
5o sánh hệ số các số hạng đồng dạng ở hai vế ta được : 

2m +n = 3 (1) 

m — 2n = 4 (2) 

mn = ~2 (4) 


Từ (1), (2) có thể tìm được m = 2, n = -1, thay vào (3) phù hợp. 
Vậy 2x2 - 3xy - 2y2 + 3x + 4y - 2 = (2x +y - l)(œx - 2y + 2) 

Tất nhiên ta cũng có thể dùng cách quan sát để giải, ở đây 
không giải cụ thể nữa. 

Ta xét ví dụ khác : Biến x' + 4x2 + 3x + k có ] thừa số x2 + 
+x+I. Tìm giá trị k và thừa số khác ? 


Giải : Đa thức x + 4x2 + 3x + k gồm 4 số hạng, đã có một 
thừa số x2 + x + 1. Do đó thừa số cần tìm là đa thức bậc hai. 


Giả thiết x4 + 4x2 + 3x + k = (x2 +x + 1)(ax2 + bx + c) tức 
xi + 4x2 + 3x + k = ax' + (a +b)x3 +(a+b+c)x2 +(b+c)x+ec 
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So sánh các số hạng động dạng của hai vế ta có các hệ số 
bằng nhau 


Giải ra được a = 1,b 4, k= 4. Do đố một thừa số 
khác bằng x2 - x + 4, trdng x2# x + 1 và x2 - x + 4 không thể 


xi + 4x2 + 3x|+ 4 = (x2 +x + lx?T—-x+ 4) 

3) Tìm dạng hàm số. 
thường. Sau lúc giải xong, thử nghỉ xem bạn đã áp dụng phương 
pháp gì ? 
Biết đường thẳng y + kx + blđi qua điểm (-2, 7) và khi x = 


7= -2k 
—7 = Bk 
Tức y = -2x + 3. 
Ở đây đã dùng phường pháp xặc định hệ số, chẳng qua là đề 
bài đã cho dạng hàm số chứa hệ số chờ xác định. 
Tương tự, phương nháp xác định hệ số cũng thường được dùng 
để giải phương trình Bậc hai. 
Cho biết đồ thị hàn số bậc hai đi qua ba điểm A(0, 1), Bd1, 3) 
và C(-1, 1). Tìm dạng giải tích của hàm số ? 


Dạng thông dụng của hàm số bậc hai là y = ax2 + bx + c. Căn 


l=ec 
cứ đề bài ta được : i3 =a +btec 
li=a-b+c 
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Giải hệ phương trình sẽ được : a = 1, b = 1, c = l1. Vậy dạng 
giải tích của hàm số bậc hai là y = x2 + x + 1. i 


Ta biết ý nghía hình học của hằng số c trong hàm số bậc hai 
y = ax? + bx +c là tung độ giao điểm của parabol với trục tung, 
do đó từ đề bài ta thấy đồ thị đi qua điểm A(I1, 0) nên có thể biết 
c = 1. Như vậy bớt được một hệ số không cần xác định và đổi 
thành tÌm hàm số y = ax2 + bx + l1. 


4) Tìm nghiệm của phương trình. Trong đại số có hai loại 
phương trình đều dùng phương pháp xác định hệ số để giải. Một 
loại là đã biết được một nghiệm của phương trình dạng nguyên 
cố hệ số bằng chữ, hoặc là mối. quan hệ giữa các nghiệm, yêu cầu 
tìm giá trị hệ số và tìm những nghiệm còn lại ; loại thứ hai là 
tìm nghiệm của phương trình đạng nguyên trong tập số phức. Xin 
xem hai ví dụ dưới đây. 


Ví dụ 1. Biết một nghiệm của phương trình x2 - ax + 2a = 0 
là 1. 1) Tìm giá trị a ; 2) Tìm nghiệm khác. 


Phân tích : Theo định nghĩa của phương trình, x = 1 phù hợp 
với phương trình. Thay l vào ta được l - a + 2a = 9, giải ra 
được a = ~1. Nghiệm còn lại có thể dùng định lí Viết để tìm, được 
x = -2. 


Ví dụ 2. Số phức z thỏa mãn đẳng thức z + |z| = 2 †+i. Tìm 
z (Đề thi vào cao học năm 1989). 


Phân tích : Giả thiết z = a + bi (a, b € R). Thay vào được : 
a +bi + Va? + bF = 2 +i 


Căn cứ điều kiện đủ bằng nhau của số phức, được 


a + Va2 + b = 9 

b= l 
xế: bộ S ủu:ð 
giải ra được a=œb=lvàz=+ †ỉ. 
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5. Biến đổi một phân thức thành mấy phân thức. Trong 
quá trình tính toán hoặc biến đổi phân thức có lúc phải biến đổi 
một phân thức thành mấy phân thức. 

ðx — 4 1 3 . 

Ví dụ $ œ- DỢx - ]) = œ=1 + @&x-T trong Hộ Bài 

: 1 3 vung 
phân thức đơn giản hơn Œ-P @x—T) cược gọi là các phân 

n » : : ðx - 4 
thức bộ phận của phân thức ban đầu Œ-TD@x =T) Làm thế 
nào để biến một phân thức thành tổng đại số của mấy phân thức ? 
Ta có thể dùng phương pháp xác định hệ số. 

'— 19 + 
DI can ...Ê0Ế = =. s.. Tìm A, B, C? 
& 4)? +1) (=4 x?2+1 

Giải : Giả thiết 42 - 19x = A(x2 + 1l) - (x - 4)(Bx + O). Cho 
x = 4, được A = -2. thay À = -2 vào, chỉnh lí ta được : 42 - 19x 
= (B ~- 2)x? +(C - 4B)x - (4C + 2) 


B-92=0 
C — 4B = -19 giải ra được : B = 2, C = -11. 
-(4C + 2) = 42 


Do đó A = -2,B= 2, C = -]1. 


6) Chứng minh diều kiện bằng nhau. 

Biết đa thức ax3 + bx2 + cx + d chia hết cho x2 + p. Chứng 
minh ad = bc. 

Có nhiều phương pháp để chứng minh bài này, có thể trực tiếp 
chia không có số dư, có thể dùng phương pháp xác định hệ số. 
Dưới đây dùng phương pháp xác định hệ số để chứng minh. 

Vì số bị chia là đa thức bậc ba, chia hết cho nhị thức bậc hai 
nên thương phải là biểu thức bậc một. Giả thiết thương là mx +n 
(m, n là hệ số chờ xác định). Do đó có đẳng thức : 
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ax3 + bx2 + cx + d = (mx + n)(x2 +p). 
ax3 + bx2 + cx + d = mxÖ + nx2 + pmx + pn. 
So sánh các số hạng đồng dạng của hai vế được : 


a=m (1) c=pm (8) 
b=n (2  ›' d=pn (4) 


Giải hệ phương trình được : 
(1) x (4) => ad 


pmn 
nên ad = be 
(2) x (3) => be = pmn 
7) Tìm tổng dáy số liệt. Ta biết rằng với bất kì đa thức f(x) 
có bậc k nào, luôn tồn tại công thức tìm tổng 5r(„) có duy nhất 
(k + 1) bậc và thỏa mãn điều kiện : 
Đr(oy = 0, 8œ ¿ pị = fÓ) + £() + f2) +... + fŒ). 


VÌ vậy ta có:thể dùng phương pháp xác định hệ số để tìm tổng 
dãy số liệt. 
Ví dụ : Tìm tổng 02 + 12 + 22 +... +(n ~ 1)2. 
Phân tích : VÌ f(x) = x2 nên giả thiết 
Suy = (0) + fŒ) +... + f(n~l). 


= 0?+12+22+...+(n - 1)2 
an3 +bn2 +en +d 


Lần lượt cho n = 1, 2, 3, 4 được 


1 
Am 
a +tb+ec+d=0 1 
8a + 4b + 2c +d= 1 tu SỈ b=-g 
27a + 9b + 8e +d=g BIẦI ra được : 
64a + 16b + 4c + d = 14 ¬: 
d=0 
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Do đó 02 + 12+ 22 +... +(n - 1)2 = 
1 


l 1 
= an — an? + en = na — 1)(2n — l1) 


3. Phương pháp ẩn số phụ 

Đưa vào một hoặc mấy ẩn số phụ thay cho những bộ phận nào 
đó của đa thức và tìm kết quả, tiếp tục tìm ra giá trị ẩn số, phương 
pháp toán học đó gọi là phương pháp ẩn số phụ. Đó cũng là một 
trong những phương pháp quan trọng. Phương pháp ẩn số phụ có 
thể biến đổi từ bậc cao xuống bậc thấp, từ dạng phân thức về 
dạng nguyên, từ vô tỉ về hữu tỉ, từ dạng siêu việt (hàm số mũ, 
hàm số log, hàm số lượng giác) về dạng đại số. Nó có tác dụng 
biến khó thành dễ, biến phức tạp thành đơn giản. Phương pháp 
này được dùng rộng rãi trong rút gọn các đa thức, biến đổi thành 
tích, giải hệ phương trình, v.v.. 

1) Rút gọn đa thức 


Rút gọn phép tính căn sau đây : 
2+#xz 2+#xz Wx-2/ `#72+2z#z 
Có học sinh vừa đọc qua đề đã thấy ngán. Thực ra nếu chú ý 
thấy trong phép tính trên chỉ có hai dạng căn Ÿx và x7 thì ta 


có thể giả thiết Ÿx = t, do đớ Ỷx? = t2, x = t? và do đơ phép 
tính sẽ có dạng đơn giản hơn nhiều. : 


Đa thức ban đầu 


liệt Vào 


8 - t2 t2 2t t2 — 4 
“Tẻt (?89zt vỗ 2ï TEeE:]4 07 S7) 
t2 +2t+4 t  (t + 2) - 2) 
“ ANH =“.=———. À G2 EERE SG: 2À KẾ DỤ Go 
ào 0 nợ cuÏbi t+2 t=.. --t(E +) 
=t+2+t=2t+2 
= 2Ÿÿx +2 
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2) Biến đổi thành tích 
Biến đổi đa thức sau thành dạng tích : (x + y - 2xy)(x +y - 
-2) + (1 ~- xy)?. Nếu nhân hai số hạng đầu với nhau sẽ thành đa 
thức bậc hai, rất phức tạp. Ta quan sát thấy trong đa thức có 
dạng (x + y) và xy. Điều đó gợi cho ta đặt hai ẩn phụ : x-+ y = 
a và xy = b. Vậy ta có : 


Đa thức ban đầu 


† 


(a - 2b)(a ~ 2) + (1 - b)2 

a2 - 2ab + b2 - 2a + 2b +1 
(a—b- 1)2 

= (x+y - xy - l)ˆ = (x - 1)2(y - 1)2 


Ví dụ khác : Biến đổi đa thức (x2 + 3x + 4)(x2 + 3x + ð) ~ 6 
thành tích số. Đối với số hạng thứ nhất là tích của hai thừa số, 
thử nghỉ xem có mấy cách đặt ẩn số phụ ? 

Cách thứ nhất đặt y = x2 + 3x, ta có (y + 4)(y + ð) - 6 

Cách thứ hai đặt y = x2 + 3x + 4 ta có y(y + 1) - 6 


4+ 
Cách thứ ba đặt y = x2 + 3x + ta có 


2 
1, 1 
2) 0#) 
Bạn đọc thử so sánh xem cách nào hay nhất. 


3) Giải (hệ) phương trình. Cho phương trình 


6 (x2 +) + 5(x + 2) - 38 =0 


"Giải sao cho gọn ? Ta thấy có hai số hạng chứa ẩn 
1 j§ 

(*“ + ¬) và (x + x) làm ta liên tưởng đến hằng đẳng thức 
X * 


bình phương của tổng. 


x2 + = (má) =2 
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1 1 
Do đó ta đặt y = x + —, và x2 + — = y2 -— 9 
x x2 ¬ 


Vậy phương trình đã cho có dạng 6y2 + 5y - 50 =0 ° 
10 
bộ 
Như thế tức là biến phương trÌnh phân thức thành phương trình 
bậc hai một ẩn, làm cho vấn đề được giải quyết dễ dàng. 
Thay các giá trị trên vào phương trình đã cho. 


5 
Giải ra được M ?® Ÿạ =— 


x†+y+z+x+y+z+l1 = 11 ()' 
(2) 


Có thể bạn sẽ nghĩ rằng, từ phương trình (2) biến đổi x và y 
về z, thay vào phương trình (1) để chỉ còn một ẩn. Tất nhiên có 
thể làm như thế, nhưng sẽ phức tạp. Làm cách khác. 


Quan sát phương trình (1) ta thấy dùng cách đặt ẩn số phụ 
tốt. 


Đặt Ýx +y +z +1 = u, phương trình (1l) sẽ có dạng 
u2+u-12=0 

Giải ra được uị = 3, u; = -4 (bỏ nghiệm này) 

Do đớ : Ýx + y +z + 1 = 3nênx+y+z=8 


+y+ 8 
Pw @) được = jean mẽ 


Ta được x = 16/9, y = 8/3, z = 
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Khi dùng phương pháp ẩn số phụ để giải bài tập, phải đặc biệt 
, chú ý đến khoảng xác định của ẩn số phụ. Nói chung trong đề bài 
không trực tiếp cho khoảng xác định này. Nếu bỏ qua sẽ dễ mắc 
sai lầm. 
Ví dụ trong đề trên ta đặt x +y +z + =.u Vì 
Ýx +y +z+l >ÔOnênu> 0, do đó phải bỏ nghiệm u¿ = -4. 
Bạn thử tìm xem, mấy đề dưới đây giải sai chỗ nào ? 
Chứng minh : Khi x, y là số thực tùy ý khác không thì 


(Š + ¬) —8 Ẹ + `) + 10 không phải số âm. 


Chứng minh : Đặt : + 


Đa thức đã cho = 3z2 - 8z + 4, cho œ = 3z2 - 8z+ 4 
Vì biệt thức A của phương trình bậc hai 


= (-8)2- 4x 3x 4= 16>0 


nên œ có thể nhỏ hơn không, do đó đa thức đã cho không nhất 
định là số không âm. 


Thực tế thỉ đầu đề vốn không sai mà là do giải sai. Nguyên 
nhân là đã bỏ qua khoảng xác định giá trị của z. 


bộ 


"Từ z = + ` có thể biết z > 2 hoặc z < -2. 


<|M 


4. Phương pháp phản chứng 

Muốn chứng minh một định lí, phương pháp thường dùng là ' 
xuất phát từ các điều kiện đã cho, dựa vào các định nghĩa, 
nguyên lí, định lí, dùng logic để suy diễn hay tính toán ra kết 
quả. Phương pháp đó gọi là phương pháp chứng minh trực tiếp. 
Nhưng có một số định lí, chứng minh trực tiếp rất khó khăn. Ví 
dụ đề toán sau. 


Tứ giác lồi ABCD có AB + BD < < AC + CD (hình 14-3) 
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Chứng minh AB < AC 


Muốn chứng minh AB < 
AC, dựa vào định lÍ cạnh lớn 
tương ứng với góc lớn thì phải 
chứng minh 1 < 2. Qua - 
nhiều lần chứng minh, ta phát 
'hiện hình như không thể trực 
tiếp làm thế được. Do đó nghĩ 
ngược lại, nếu AB < AC thật, 


thì thử giả thiết xem AB > AC ` 0 

kết quả sẽ ra sao ? 1N 
Nếu AB > AC thì Í > 2 Ầ 

Do đó BCD> 1> 2> DBẺ Hình 14-3 

nên BD > DC. Từ đơ suy ra 

AB +BD > AC +CD mâu thuẫn với điều kiện đã cho. Sở dí mâu 

thuẫn vì giả thiết AB > AC gây ra. Nên AB > AC là sai, như vậy 

tức đã chứng minh kết luận của đề bài là đúng. 


Chứng minh trên đây bắt đầu từ phủ định kết luận (giả thiết 
kết luận không thành lập) để suy ra mặt trái của kết luận là sai, 
và từ đớ chứng minh tính đúng đắn của kết luận. Cách chứng 
mính đó gọi là phương pháp phản chứng. 


` 


Nội dung của phương pháp phản chứng có thể biểu điễn thành 
sơ đồ. : 


Mặt trái của kết luận 
Điều kiện mới 


Điều kiện đã cho : «Kết quả mâu thuẫn 
Định nghĩa (Dấu = biểu thị quan hệ 
Nguyên lý "suy ra") 
Định lý b 


Khi dùng phương pháp phán chứng phải đặc biệt chú ý, điều 
kiện mới có hai phần hợp thành : điều kiện cũ + mặt ngược của 
kết luận cũ. 
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Phép phản chứng là một loại phương pháp chứng minh gián 
tiếp. VÌ sao dùng phép phản chứng cũng chứng minh được tính 
đúng đắn của mệnh đề ? Đó là vÌ một mệnh đề gồm hai phần điều 
kiện và kết luận hợp thành. Với cùng điều kiện, kết luận và mặt 
ngược của kết luận không thể đồng thời đúng. Hoặc là kết luận 
đúng, hoặc là mặt ngược của kết luận đúng, trong hai cái chỉ tồn 
tại một. Cho nên ta chứng mình được mặt ngược của kết luận sai 
là đã chứng minh được kết luận đúng. 


Phép phản chứng là một phương pháp toán học rất quan trọng. 
Khi ta dùng phương pháp chứng minh trực tiếp gặp khó khăn hoặc 
không thể chứng minh được, dùng phép phản chứng thường giúp 
ta chuyển bại thành thắng. 


Dùng phép phản chứng thường trải qua ba bước : 


1) Giả thiết ngược lại (giả thiết kết luận của bài toán không 
đúng). 


2) Xuất phát từ giả thiết đó, qua suy luận, chứng minh rút ra 
mâu thuẫn. 


3) Từ mâu thuẫn khẳng định giả thiết không chính xác, từ đó 
khẳng định kết luận của bài toán là đúng. 


Dưới đây nêu một ví dụ để làm rõ các bước cơ bản của phép 
phản chứng. 

Cho biết đường thẳng £ Bo 
a /c, đường thẳngb/e b——————————- TP 
Chứng minh a // b (hỉnh 
14-4). 

Chúng mỉnh : 1) Giả 
thiết ngược, nếu a không 
song song với b, a và b sẽ cắt nhau. Giả thiết cát ở P. 


Hình 14-4 


2) Tìm ra mâu thuẫn : vì a //c, b //c nên qua điểm P có hai 
đường thẳng a, b cùng song song với c, như thế mâu thuẫn với 
định lí hai đường thẳng song song. 
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3) Kết luận : Đó là điều không thể được, nên a // b. 


Nám vững phương pháp phản chứng phải chú ý đến ba điểm 
chính như sau : 


1) Giả thiết ngược : đây là bước then chốt của phản Cung: 
phải đặt giả thiết ngược chính xác. 


Muốn thế phải làm rõ đối tượng của giả thiết ngược. Căn cứ. 
vào yêu cầu của phép phản chứng, đối tượng của giả thiết ngược 
phải là kết luận của bài toán chứ không thể là một giả 
thiết khác. 


Bạn thử phân tích xem 
các giả thiết ngược dưới đây 
đúng không. 

1l Chứng minh nếu 
đường thẳng AB // CD thì 
Í= 2 (hình 14-5). Giả 
thiết AB # CD 


2) Biết 3 chia hết cho a2, 
a là số nguyên. Chứng minh 
3 chia hết cho a. 

Chứng minh : giả thiết 3 không thể chia hết cho a2. 


Dễ biết rằng, các giả thiết trong hai phép phản chứng ở trên 
đã không phủ định kết luận của đầu bài mà lại phủ định điều kiện 
cho biết, cho nên đều sai cả. 


Hình 14-5 


Ngoài ra, giả thiết ngược phải chính xác, không trùng lặp, 
không bỏ sót. VÍ dụ : ngược lại với "bằng nhau" là "không bằng 
nhau", cũng có thể dùng "lớn hơn" hoặc "nhỏ hơn" để biểu thị. Nếu 
chúng ta chỉ lấy "lớn hơn" để đối lập với bằng nhau là đã phạm 
sai lầm "bỏ sót", còn nếu lấy "không bằng nhau" hoặc nhỏ hơn thì 
lại phạm sai lầm là "trùng lặp". 


Ta nên. làm quen với những từ phủ định sau - 
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Từ ban đầu Từ phủ định 
Bằng nhau Không bằng nhau 
(lớn hơn hoặc nhỏ hơn) 
Lớn hơn Không lớn hơn (nhỏ hơn hoặc bằng) 
Nhỏ hơn Không nhỏ hơn (lớn hơn h-ãe bằng) 
Song song Không song song 
Vuông góc Không vuông góc (cắt xiên) . 


Điểm trên đường thẳng 
Điểm trên đường tròn 


Điểm ngoài đường thẳng 

Điểm không nằm trên đường tròn 
(trong hoặc ngoài đường tròn) 
Đều là 


Không đều là 
Và Hoặc 
Có: Không cớ 
Duy nhất Không duy nhất (tối thiểu có bai) 
A và B Không phải A hoặc không phải B 
A hoặc B Không phải A và không phải B. 


Có một số đầu bài trong kết luận có từ "ít nhất" hoặc "nhiều 
nhất". Làm thế nào để phủ nhận những kết luận như thế. Ta xét 
ví dụ dưới đây. 


Chứng minh bất kì tam giác nào cũng có Ít nhất một góc trong 
không hơn 609. 


Kết luận ban đầu là : "tối thiểu có một góc trong không nhỏ 
hơn 60°°. Hàm nghĩa của nó là "cả ba góc trong đều không nhỏ 
hơn 609" hoặc "chỉ có hai góc trong không nhỏ hơn 609" hoặc "chỉ 
cố một góc trong không nhỏ hơn 609", Trong ba nghĩa đó phải có 
một cái. Rõ ràng mặt ngược của nó phải là "không có một góc 
trong nào không nhỏ hơn 609", tức là "ba góc trong đều nhỏ hơn 
609". Phân tích như thế tự nhiên mặt ngược của kết luận đầu bài 
sẽ hiện rõ ra. 


Câu phủ định của từ "nhiều nhất" cũng có thể theo kiểu phân 
tích như thế để tìm. 


Kết luận và danh từ phú định kết luận có mối quan hệ phủ định 
lẫn nhau. Ví dụ từ phủ định sự "bằng nhau" là "không bằng nhau". 
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2) Đưa về cái sai. Đưa về cái sai là hạt nhân của phép phản 
chứng. Ô đây đòi hỏi phải chú ý hai điểm. 

Thứ nhất, trong quá trình chứng minh, nhất định phải lấy giả 
thiết ngược làm điều kiện, nếu không sẽ không dẫn đến mâu 
thuẫn. 


Thứ hai, phải chứng minh mãi đến kết luận mâu thuẫn mới 
thôi. Có bốn trường hợp kết luận mâu thuẫn có thể xây ra : 


a. Mâu thuẫn với điều kiện đầu bài đã cho. › 

b. Mâu thuẫn với các định nghĩa, nguyên lÍ, định lí đã học., 
c. Mâu thuẫn với giả thiết. 

d. Mâu thuẫn lẫn nhau. 


3) Kết luận : Kết luận là bước cuối cùng của phép phán chứng, 
cũng là kết quả cuối cùng của chứng minh. Bước này phải cơ, 
thiếu nó coi như chưa hoàn thành việc chứng minh. Phải chú ý 
không thể dùng kết luận trung gian để thay cho kết luận cuối 
cùng, cũng không được dùng một bộ phận kết luận để thay cho 
toàn bộ kết luận. 


Học xong phép phản chứng, có bọc sinh cứ muốn thử dùng, kết 
quả ngược với mong muốn, vì đề đó chứng mỉnh trực tiếp dễ hơn. 
Vậy đề bài ra sao thì hợp với cách chứng minh phản chứng ? Đây 
là vấn đề rất khó nói. Nơi chung, khi không thể chứng minh trực 
tiếp được thì dùng phản chứng. Cụ thể mà nói, chủ yếu có hai 
loại đề : 


Loại đề thứ nhất là phải chứng minh tồn tại một yếu tố hay 
một tính chất nào đớ. Loại đề này nếu xuất phát từ điều kiện đã 
cho để tìm ra kết luận rất khó, nếu dùng phản chứng, cho thêm 
giả thiết mới (mặt trái của kết luận) thì có thể tỉm được khá nhiều 
kết luận, làm cho việc chứng minh thuận lợi. 

Ví dụ "Chứng minh phương trình ax + b = 0 (a # 0) chỉ có 
một nghiệm" hoặc "Trong cùng một đường tròn, các cung không 
bằng nhau thì khoảng cách từ dây cung đến tâm đường tròn cũng 
không bằng nhau". 
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Loại đề thứ hai là chứng minh không tổn tại một số yếu tố 
hoặc không có được một tính chất nào đó. 


_ Ví dụ chứng minh các góc trong của một tam giác không thể 
có hai góc tù hoặc góc vuông. 


VíÍ dụ khác, chứng minh số tự nhiên có dạng 4n - 1 sẽ không 
phải là tổng bình phương của hai số tự nhiên. 


Chứng minh : giả thiết với số tự nhiên n nào đó, cho 4n ~ Ì 
bằng tổng bình phương hai số tự nhiên a, b tức là 


4n - 1=a2+bZ 


VÌ 4n - 1 là số lẻ, cho nên a2 và b2 một số là lẻ, một số chẫn. 
Ta giả thiết a? là lẻ, b2 là số chẫn, do đó a là số lẻ, b là số chẫn. 
Đặt a = 2k - 1, b = 2t được 


4n - l1 = (2k - 1)2 + (2t)2 = 4k2 ~ 4k + 4t2 + 1 


tức 2(n—- k?2+k-t2) = 1 


Vế trái của đẳng thức là số chẫn, vế phải là số lẻ, mâu thuẫn 
lẫn nhau. Cho nên số tự nhiên có dạng 4n - 1 không thể biểu 
diễn thành tổng bình phương của hai số tự nhiên. 


Đương nhiên, không phải tất cả những đề bài dùng phản chứng 
để chứng minh thì không thể chứng minh trực tiếp được, mà có 
những đề bài dùng cả hai cách đều được. Trong hình học có nhiều 
đề bài dùng cùng một phương pháp chứng minh (tức định lí thuận 
và định lí đáo đều được), cũng có thể dùng phản chứng để chứng 
minh. Ví dụ chứng minh một tam giác có hai đường phân giác 
bằng nhau thi đó là tam giác cân. Bài này vừa có thể dùng phản 
chứng, vừa có thể chứng minh trực tiếp. 

Phép phản chứng là một loại phương pháp suy lí, nó vừa có 
thể dùng một cách riêng rẽ, vừa có thể dùng ở một phần nào đó 
xen vào toàn bộ chứng minh, tức là kết hợp sử dụng với các 
phương pháp khác. : 
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Cuối cùng cớ một điểm cần nới rõ, chỉ có những đề dự kiện 
(điều kiện đã cho) là chính xác, hợp lÍ mới có thể dùng phép phản 
chứng. Đó là tiền đề đầu tiên để dùng phép phản chứng, nếu không 
thì không thể dùng được. 

Ví dụ giải đề sau : Chứng minh đối với số nguyên dương bất 
. kÌ p, nếu hai nghiệm của phương trình bậc hai ax? + bx + e + g = 0 
đều là số thực dương thì hệ số a = 0 (rút từ "Tuyển tập đề thi 
toán Ôlimpic Matxcơva" do Hội toán học tỉnh An Huy biên soạn 
năm 1979). 

Chứng minh : Giả thiết a # 0, biệt thức của nghiệm là A = b2 ~ 
- 4a(c +p), vÌ p là số dương bất kÌ nên a < 0. Nếu không thì khi 
p đủ lớn sẽ có A = b2 - 4a(p + c) < 0, phương trÌnh sẽ vô nghiệm. 

Lúc đó Vb7 — 4a(p + c) > b. Từ công thức tìm nghiệm ta có 


=b + VbZ - 4a(p + c) 


x=—————z—————”, trong đó 
-b +VB - 4ap +) 
TT c2 án... 
I 2a 
~b —- VbZ ~ 4a(p + 
Hi GV SAU CA D 


2a 
mâu thuẫn với giả thiết đã cho, nên a = 0 là đúng. 


Song, những bạn đọc cẩn thận sẽ phát hiện thấy những điều 
kiện đã cho của bài toán mâu thuẫn với kết luận. Vì ax? + bx + 
+p = 0 là phương trình bậc hai nên a không thể bằng không, mà 
kết luận lại là a = 0 thì không còn là phương trÌnh bậc hai nữa. 
Do đớ điều kiện đã cho là không hợp lí, là sai. Chứng minh trên 
đây chỉ là sử dụng phép phản chứng trên hình thức mà thôi. 


14. BÀI HỌC BẮT ĐẦU ĐỂ HỌC TỐT HÌNH HỌC PHẲNG 


Hình học là môn khoa học nghiên cứu hình dạng, độ lớn và vị 
trí không gian của vật thể. Môn hình học phẳng ở phổ thông nếu 
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so sánh với kiến thức hình học ban đầu ở cấp một thì cả về nội 
dung lẫn phương pháp đều khác nhau rất xa. Qua sự nghiên cứu 
và chỉnh lí hệ thống các kiến thức về không gian của các thế hệ 
trước, ngày nay môn hình học đã trở thành một hệ thống lí luận 
hoàn chỉnh, thiên về môn khoa học suy lí và luận chứng. 

"Mọi việc bắt đầu đều khó. Để học tốt hình học phẳng, trước 
hết phải học tốt bài học bát đầu, tức chương đầu của hình học 
phẳng (đường thẳng, đường thẳng giao nhau và đường thẳng song 
song). 

Dưới đây bàn về làm thế nào để học tốt những bài bắt đầu của 
hình học phẳng. 


1. Tìm hiểu sơ bộ về nội dung 

Chương thứ nhất chủ yếu nói về những kiến thức cơ bản của 
tính chất đường thẳng và vị trí của hai đường thẳng. Đó là bước 
chuẩn bị quan trọng để học hình học phẳng. 

Xem qua nội dung của chương, có thể nêu ra sơ đồ sau : 


` Đoạn Ắ độ dài đoạn thẳng 


thẳng Vẽ đoạn thẳng 
Hinh 
cơ Số đo của góc Góc bù 
bản Tia-góc j‡Phân loại góc Quan hệ về Góc phụ 
Quan hệ hai góc số lượng 
Quan hệ vỀ ÍGóc đối đỉnh 
xi: Góc đồng vị 
ĐẾN" cốc... 5O. SN: 
thẳng 
Quan “Tính chất của đường thẳng đứng 
hệ Giao Cắt xiên Cách vẽ đường thẳng đứng và 
vị trí nhau Cắt vuông góc đường phân giác thẳng đứng 
của 
hai h : 
đường Song Tính chất đưởng thẳng song Song 
thẳng song Cách phán đoán đường thẳng song song 
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2. Hiểu đúng các khái niệm hình học 

Hiểu đúng các khái niệm hình học là điều kiện tất yếu để học 
tốt hình học. Nhiều khái niệm hình học trong chương thứ nhất 
tuy đã học qua ở cấp một, nhưng yêu cầu ở cấp một thấp hơn cấp 
hai rất nhiều. Ở cấp hai yêu cầu học sinh phải dựa vào các định 
lí để mà chứng minh, do đó phải nắm chắc đặc trưng bản chất 
của khái niệm. Những đặc trưng bản chất này thiếu một cái là 
không được, nhiều cũng không được. Ví dụ khái niệm về góc đồng 
vị, đặc trưng bản chất của nó có hai cái : hai đường thẳng bị 
đường thẳng thứ ba cát, vị trí hai góc giống nhau. Kết hợp các 
đặc trưng này với hình vẽ ta sẽ phát hiện góc đồng vị đều là góc 
chữ F (hỉnh 15 - 1) 


Hình 15-1 __ Hình 15~ 2 

Nắm chắc được bản chất của khái niệm góc đồng vị, thì vấn 
đề tính chất và phán đoán đường thẳng song song sẽ Ít phạm sai 
lầm. Ví dụ ở hình 15-2, vì 1 = 2 nên EG // PH (góc đồng vị, hai 
đường thẳng song song). 

Tất nhiên, góc 1 và 2 không phải là đồng vị, vì đây phải là những 
góc có vị trí giống nhau được tạo nên sau khi một đường thẳng thứ 
ba cất hai đường thẳng kia, nên nó không có dạng chữ F. 

- Làm sao để có thể hiểu được các khái niệm hình học một cách 
chính xác ? Chỉ cần làm được hai điểm sau : Thứ nhất, căn cứ 
vào hình vẽ để hiểu điều kiện của định lí ; thứ hai, thay đổi điều 
kiện, tìm thí dụ ngược lại để hiểu sâu hơn. Ví dụ đặc trưng bản 
chất của góc đối đỉnh là "hai cạnh của góc này kéo dài ngược lại 
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với hai cạnh của hai góc kia". Thử nghĩ xem, nếu sửa "hai cạnh" 
thành "một cạnh" thì sẽ ra sao, vẽ hình để thấy rõ. 


8 


D 
Hình 15-3 Hình 15-4 
— ———m= 
Trên hình 15-3 hai góc AOB và COD chỉ có cạnh OA là OC 
kéo dài ngược lại ; hình 15-4 hai góc AOB và BOC chỉ có OA là 
do OC kéo dài theo hướng ngược lại, rõ ràng chúng không phải là 
góc đối đỉnh. 


3. Nói phải có căn cứ, phải chú trọng suy luận 

Phải kết hợp với hình mà chứng minh, suy luận, đó là phương 
pháp tư duy riêng của môn hình học. Giải bài tập hình học vừa 
phải gắn chặt với hình vẽ, vừa phải thoát khỏi ảnh hưởng trực 
quan từ hình. Nếu trong dự kiện chưa cho, trong quá trình 
chứng minh cũng chưa suy luận ra được thì tuyệt đối không thể 
dựa vào hÌnh vẽ mà kết luận một cách vô căn cứ. Điều này rất 
quan trọng đối với học sinh mới học hình học, ngay cả đối với 
học sinh học môn hình tốt cũng phải chú ý. Giải bài tập hình, 
nối là phải có căn cứ, chú ý suy luận. Vậy làm thế nào để đạt 
được như thế ? 

Trước hết, phải hiểu rõ các căn cứ để giải bài tập hình học là 
các khái niệm, định nghĩa, nguyên lÍ và các định lí đã học, các dự 
kiện bài toán cho và những kết luận đã tìm ra được trong quá 
trình chứng minh. Nếu không tuân theo điều đó thì không còn 
phù hợp với các yêu cầu về làm bài tập hình học. 
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Chúng ta thử 
phân tích cách giải 
bài tập dưới đây 
(hình 15~5). 


Cho biết : AB / ED, 
BC và CD cắt nhau 
ở €. 

. 
B + BCD + D = 8609. 
Có học sinh chứng minh như sau : 


_ Qua điểm C vẽ OF // AB, CF // ED, vì B + BCF = 1809, 
D + DCF = 1809. 

(hai đường thẳng song song, hai góc. cùng phía bù cho nhau) 
nên B + BCP + D+ DCF = 3609 > B+ BCD + D = 3609. 

Thử suy nghỉ xem, trong chứng minh trên có phải mỗi bước 
đều có căn cứ không ? Rõ ràng vấn đề xẩy ra là ở chỗ vẽ đường 
thẳng phụ FC. Thử hỏi, có định lí nào nói "qua 1 điểm ngoài hai 
đường thẳng có thể vẽ một đường thẳng đồng thời sohg song với 
hai đường thẳng" không ? Không có. Về các đường thẳng song 
song chỉ có một tính chất cơ bản là (nguyên lí song song) là : "Qua 
một điểm ngoài đường thẳng có và chỉ có một đường thẳng duy 
nhất song song với đường thẳng đó". Cho nên bước thứ nhất của 
chứng mình là : qua điểm C vẽ đường thẳng đồng thời song song 
với AB và ED là không có căn cứ. Thực tế là ta chỉ có thể căn cứ 
định lí phán đoán đường thẳng song song để qua điểm C vẽ một 
đường thẳng song song với AB hoặc ED, sau đó căn cứ tính "lan 
truyền" của đường thẳng song song để suy luận mở rộng ra CF 
cũng phải song song với đường thẳng khác. Tuyệt đối không được 
dùng hình vẽ để thay thế cho điều cần chứng minh. 


E D 
Hình 15-5 


Cách chứng minh đúng đắn nên là : 


Qua điểm C vẽ CF // AB, vì AB // ED (đã biết) nên CF /ED 
(trong cùng mặt phẳng, nếu hai đường thẳng cùng song song với 
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đường thẳng thứ ba thì hai đường thẳng này cũng song song với 
nhau). 


Ngoài ra, không được nhảy bước chứng minh một cách tùy ý: 
"Nhây bước chứng minh" ở đây có ý nói hai trường hợp : một là 
khi giải bài tập không viết ra 
những điều kiện có liên quan 
đã cho trong dự kiện. Xem ví 
dụ dưới đây. 


Cho biết các đường thẳng 
AB, CD bị các đường thẳng BF, 
GH cắt (hình 15-6). Góc 1 = 800, 


2= 100°. Chứng minh 3= 4. 


Có bạn chứng mỉnh như Hình 15~6 
sau : VÌ 1+ 2 = 180° nên AB // CD (hai góc trong cùng phía. bù 
nhau", thì hai đường thẳng song song với nhau). Do đó 3= 4 (vì 
hai đường thẳng song song có hai góc đồng vị bằng nhau). 

Trong chứng minh trên, bước thứ nhất "Vì 1+ 2= 1809" thiếu 
căn cứ. VÌ sao ? VÌ trong điều kiện đã cho không trực tiếp cho 
T1 +2= 180°" mà cho riêng rẽ 1 = 809, 2 = 100°, Do đó 
1+2 = 1809 là tính toán ra, nó tất phải có điều kiện tiên đề. 
Cho nên đầu tiên phải viết ra "1 = 0°, 2 = 1009”, sau đó mới 
có được kết luận "1 + 2 = 1809". Mới học hình học, phải luôn đề 
phòng chứng minh tắt, chú ý tính chặt chế của tư duy. 


Hai là chỉ chú trọng đến tính 


C 
/⁄ ' toán, co? nhẹ suy luận. Xin xem ví dụ 
dưới đây. 
Cho biết, trên hỉnh 15-7, O là điểm 
459 s - ~_—— 
trên đường thẳng AB, AOC = 459, OD 
A lổ) 8 ¬ A Su. ¿tư x % 
là phân giác của BOC. Tìm số đo của 
COD ? 
Hình 15-7 


130 


Có học sinh làm như sau : (1809 _ 459) : 2 = 6795 
-—— 
COD = 679ã. 


Quá trình giải ở trên hoàn toàn không có suy lí, chỉ viết ra 
những phép tính để tìm COD, nó không phù hợp với yêu cầu cơ 
bản của muôn hình là phải suy lí. Cách tỉm đúng đắn nhất' nên 
như sau : 


Vị O là điểm trên AB (đã biết) 
—— ~~ “ 
Nên AOC + COB = 180° (định nghĩa về góc bẹt) 
Vì AOD = 4ð (đã biết) 
_——m~ ` ——— 
nên BOC = 1359, Vì OD là phân giác của BOC (đã biết) 
nên COD = 1359: 9 = 6795 (theo định nghĩa đường phân giác). 
Chắc bạn đọc cho rằng viết như thế rườm rà quá. Đúng ! So 
với tính toán trực tiếp thì nhiều bước hơn, nhưng đó là những 
bước không thể thiếu. Bài tập hình học khác với bài tập đại số, 
phải như chứng minh hình học, cứ từng bước như thế mà viết rõ 
quá trỉnh suy lí. 


4. Suy lí đúng dán 

Suy lí chính xác bao gồm hai tầng ý nghia. Thứ nhất, mỗi 
bước suy lí phải đạt được quan hệ nhân quả. Ví dụ : "1 và 2là 
góc đối đỉnh nên kì + b3 (góc đối đỉnh bằng nhau)", đó là sự suy 
lí đúng đắn. Vì " Í+ 2" là "kết quả tất nhiên của Í và ? là góc 
đối đỉnh". 


^ 


Ngược lại "vỉ 1“ 2, nên 1 và 2 là góc đối đỉnh" sự suy lí 
này có đúng đán không ? Điều đó phải xem 1 và 2 có phải là 
sóc đối đỉnh hay không chứ không phải là kết quả tất nhiên của 
^ Ví dụ 1 và 2 đều là góc vuông nên thỏa mãn điều kiện 
1= 2, nhưng 1 và 2 không phải là góc đối đỉnh. Trong chứng 
minh hình học, muốn bảo đảm suy lí chính xác thì phải đề 
phòng lấy kết luận trực quan từ hình vẽ để làm căn cứ suy 
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lÍ. Học sinh mới học hỉnh học phải đặc biệt cẩn thận, hễ không 
chú ý là sai ngay. Xin xem ví dụ sau : 

Cho biết O là điểm giữa 
AB, AC //BD, C = D, nối 
ÓC, OD (hỉnh 15-8). Chứng 
minh OC = OD. 


Có học sinh chứng minh 
như sau : 

Vì O là điểm giữa của AB ? 
(đã biết), nên OA = OB . z Hình 15-8 
(theo định nghĩa điểm giữa) Vì C = D (đã biết) 


nên Í= ? (góc đối đỉnh bằng nhau). 

Do đó AAOC = ABOD (góc, góc, cạnh). 

Nên OC = OD (các cạnh tương ứng của hai tam giác bằng nhau 
thì bằng nhau). 

Đây là bài chứng minh sai ! Sai chỗ nào ? Sai ở bước 1= 2. 
Học sinh đó đã lấy căn cứ của bước này là "góc đổi đỉnh bằng 
nhau". Thử nghỉ xem trong dữ kiện không cho C, O, D là ba điểm 
thẳng hàng, mà đó chính là điểm cần chứng minh. 

Thứ hai, ví dụ " Một nửa của hai đại lượng bằng nhau thì bằng 
nhau" và "hiệu của hai đại lượng bằng nhau trừ đi một số như 
nhau thì bằng nhau" là hai nguyên lí khác nhau, học sinh rất dễ 
bị lẫn lộn. VÍ dụ xem ví dụ dưới đây. 

——~ -— 
Cho biết, hình 15-9, ABC = BFG ; BD, FH là phân giác của 
 N— 
hai góc đó. Chứng minh ABD = HFG. 
_ Chứng minh : Vì BD, FH là hai đường phân giác của hai góc ˆ 
ABC và EFG (đã biết), nên ABD = DBC, EEH = HFG (theo 
định nghĩa đường phân giác). VÌ ABC = EBFG (đã biết) nên 
ABD = HFG (hiệu hai lượng bằng nhau trừ đi một số bằng nhau 
thi bằng nhau). 
—— —— P 

Rõ ràng, bước cuối cùng ABC = EEG chú thích sai, vì nếu nói 

"hai đại lượng bằng nhau trừ đi một số bằng nhau thì bằng nhau" 
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¬-- 
thì nên có điều kiện "DBC = EPFH', nhưng trong chứng minh 
hoặc trong dữ kiện đều không có " DBC = EEH", nên căn cứ này 
là sai, nên đổi thành "một nửa của hai lượng bằng nhau thì bằng 
nhau”. 


Ngoài ra phải bảo đâm các 
chú thích chính xác và phân 
biệt rõ định lí chỉ tính chất hay 
định lÍ phán đoán, không được 
lẫn lộn. 


„ Cho biết. Trên hình 15-10, 
1= 2. Chứng minh 3 = 4. 

Chứng minh : Vì Í= 2 nên 
AB // CD (hai đường thẳng song Hình 15-10 
song thì góc so le trong bằng nhau). 


Nên 3= 4 (góc đồng vị bằng nhau, hai đường thẳng song song). 

Dễ thấy rằng căn cứ của bước thứ hai "AB /IJ CD" và bước thứ 
ba 3= = 4 đều bị đảo ngược. Căn cứ của bước thứ hai nêu là định 
lí phán đoán về đường thẳng song song tức là "góc so le trong 
bằng nhau thì hai đường thẳng song song, còn bước thứ ba nên 
chú thích định lí tính chất "hai đường thẳng song song thì góc 
đồng vị bằng nhau". 

Học sinh mới học hình học, chỉ cần làm theo bốn yêu cầu nói trên 
một cách cẩn thận thì nhất định đã mở đầu một cách tốt đẹp. 
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15 - BÀN VỀ BẮT ĐẦU HỌC HÌNH HỌC 
KHÔNG GIAN NHƯ THẾ NÀO 


Khi hồi tưởng lại cảm giác buổi ban đầu mới học hình học không 
gian, nhiều học sinh vẫn có cảm giác "bây giờ thì đã rõ, nhưng 
ban đầu rất lúng túng". Có học sinh nơi "ban đầu không biết đường 
nào mà lần, không biết phải học ra sao". Cũng có học sinh nói 
"bất đầu học hình học không gian cảm thấy rất lủng củng, suy 
nghĩ không đầy dủ, vẫn quen lối tư duy hình học phẳng để xét 
vấn để". Để giúp cho học sinh cấp ba đỡ đi đường vòng, ở đây 
chúng tôi bàn về ban đầu học hình học không gian như thế nào. ˆ 

Chương thứ nhất của hình học không gian là "đường thẳng và 
mặt phẳng". Đó là chương bàn về những khái niệm cơ bản và lí 
luận cơ sở của hình học không gian, là nội dung quan trọng của 
buổi ban đầu. Toàn chương có 21 điểm kiến thức, học hết chương 
này phải đạt được ð yêu cầu sau : 


- Hiểu chính xác, nắm vững những tính chất cơ bản của kết 
cấu không gian. 


- Có thể vẽ để thể hiện được quan hệ vị trí của hai đường 
thẳng, hai mặt phẳng, đường thẳng và mặt phẳng trong không 
gian với nhau. 


- Có thể áp dụng chính xác các tính chất của đường thẳng và 
mặt phẳng trong không gian để chứng minh và tính toán. 


~ Hiểu ngôn ngữ tập hợp và bước đầu vận dụng để có những 
suy lí đơn giản. 


- Biết dùng phép phản chứng để chứng minh một số vấn đề 
đơn giản. 


Dưới đây sẽ lần lượt nói rõ từng vấn đề. 
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1. Hiểu và nắm vững tính chất cơ bản của cấu trúc 
không gian 

Mọi người đều biết "điểm" biểu thị một vị trí trong không gian, 
còn không gian là tập hợp vị trí tất cả các điểm có thể có. "Hai 
điểm khác nhau xác định một đường thẳng", kết cấu có tính liên 
kết này vẫn là kết cấu cơ bản nhất của không gian. Ví dụ : nguyên 
lÍ một nói "nếu hai điểm trên một đường thẳng cùng ở trong một 
mặt phẳng thì tất cả các điểm trên đường thẳng đều ở trong mặt 
phẳng đó". Tính chất này thực tế đã nói rõ bản chất đặc trưng 
của mặt phẳng là tính bằng phẳng. Do đó ta có thể gọi nguyên lí 
một là nguyên lí tính bằng phẳng của mặt phẳng. Nguyên lÍ này 
cho ta phương pháp phán đoán đường thẳng nằm trong mặt 
phẳng : biến sự phán đoán vô số điểm trên đường thẳng nằm trong 
mặt phẳng thành sự phán đoán hai điểm trên đường thẳng nằm 
trong mặt phẳng ~ từ vô hạn chuyển thành cớ hạn. Nguyên lí hai 
nối " nếu hai mặt phẳng có một điểm chung thì hai mặt phẳng 
đó có và chỉ có một đường giao tuyến chung đi qua điểm đó". Tính 
chất này phản ánh đặc tính của hai mặt phẳng cất nhau. Ta có 
thể gọi đó là nguyên lí hai mặt phẳng cắt nhau. Hai mặt phẳng 
cắt nhau tất sẽ có giao tuyến đi qua một điểm chung. Một điểm 
cùng nằm trong hai mặt phẳng biến thành vô số điểm trên đường 
thẳng cùng nằm trong hai mặt phẳng, từ hữu hạn biến thành vô 
hạn. Nguyên lí ba nói "qua ba điểm không cùng nằm trên đường 
thẳng, có và chỉ có một mặt phẳng". Tính chất này nói lên qua 
ba điểm bất kì không nằm trên một đường thẳng đều tồn tại 
duy nhất một mặt phẳng. Tính chất này gọi là nguyên lÍ tồn tại 
mặt phẳng duy nhất. Nó cho ta điều kiện cơ bản nhất để xác định 
mặt phẳng. Như vậy, phàm những vấn đề liên quan đến mặt phẳng 
chung đều lấy điều này làm cơ sở để triển khai suy luận. 


Ví dụ. Qua 1 điểm đã biết ngoài đường thẳng, nếi với ba điểm 


nằm trên đường thẳng. Chứng minh ba đoạn thẳng này cùng nằm 
trong một mặt phẳng. 
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Xem hình 16-1, A,B,C€lPợI. 
PAn 1= (A},PBn1= (B),PCnl= {G). 


- Chứng minh : Ba 
đoạn thẳng PA, PB, 
PC cùng nằm trong 
một mặt phẳng. ' 

Chứng minh : vì P 
€@l;A, B, €], nên ba 
điểm P, A, B không 
cùng nằm trên một 
đường thẳng, do đớ 
qua ba điểm P, A, B 
xác định được một mặt phẳng, giả thiết là c. 

Vì A, B £! và A, B € œ« nên đường thẳng AB tức Ì € c. 


Vì C 6l, nên C 6€ œ Do đó PC € œ tức PA, PB, PC cùng 
chung mặt phẳng. 


Hình 16-1 


Trong quá trình chứng minh của bài này đã dùng đến nguyên 
lí bằng phẳng của mặt phẳng, thể hiện đầy đủ vai trò kết cấu liên 
kết hai điểm khác nhau trong không gian xác định một đường 
thẳng. 


Cùng với quá trình học tập ngày càng sâu, kết cấu không gian 
sẽ được bổ sung, hoàn thiện dần. Các yếu tố cơ bản của toàn bộ 
. kết cấu không gian không ngoài hai điểm : quan hệ vị trí và quan 
hệ số lượng (đo lường quan hệ vị trí). Nắm chác hai yếu tố này, 
đầu óc ta sẽ tỉnh táo để hoàn thiện dần kết cấu không gian của 
mỉnh. Ví dụ học về quan hệ vị trí của hai đường thẳng, trước kia 
trong hình học phẳng đã nghiên cứu quan hệ vị trí của hai đường 
thẳng trong cùng một mặt phẳng, bây giờ mở rộng ra, nghiên cứu 
quan hệ vị trí của hai đường thẳng không cùng nằm trong một 
mặt phẳng bất kì. Cách đo vị trí hai đường thẳng khác mặt phẳng 
- như thế nào ? Chúng ta tự nhiên dễ dàng nhớ đến góc kẹp giữa 
hai đường thẳng khác mặt phẳng tức sự lệch hướng của hai đường 
thẳng khác mặt phẳng. Chỉ có góc kẹp giữa hai đường thẳng này 
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đã đủ chưa ? Qua phân tích ta biết được còn nên có một đại lượng 
biểu thị khoảng cách, đó là khoảng cách của hai đường thẳng khác 
mặt phẳng. Nghiên cứu đường thẳng và mặt phẳng cũng vậy, đầu 
tiên nghiên cứu về quan hệ vị trí của chúng, sau đó nghiên cứu 
quan hệ vị trí về mặt số lượng. Kết cấu sơ đồ hình cây dưới đây: 
biểu thị kết cấu không gian của đường thẳng và mặt phẳng. 


Quan hệ vị trí Quan hệ số lượng 


1) Đưởng thẳng trong mặt phẳng - 


bonkHà Bo du 

đưởng 

thẳng ` : : IBú đoán 
2) Dường thẳng cắt mặt phẳng 


và lm chất 
¿ 
phảng 
Góc kẹp giữa 


đường thẳng 
và mặt phẳng 
3) Đường thẳng và mặt 
phẳng sọng song Phán đoán — khoảng cách giữa đường thẳng 
¿ và mặt phẳng 


Tính chất 


Xem qua nội dung chương một thì không gian mà ta nghiên cứu 
là không gian kết cấu có tính liên kết. Nó có ba tính chất cơ bản : 
tính bằng phẳng (nguyên lí 1) giao nhau (nguyên lí 2) và tính tồn 
tại duy nhất của mặt phẳng (nguyên lí 3). Hình vẽ cơ bản là quan 
hệ vị trí và quan hệ số lượng của điểm, đường thẳng, mặt phẳng tức 
là song song, vuông góc, khoảng cách và góc kẹp. Nắm thật chắc tính 
chất cơ bản của kết cấu không gian và bốn đặc trưng hình học phản 
ánh quan hệ vị trí và quan hệ số lượng là mấu chốt để học tốt phần 
đẩu hình học không gian. Học sinh mới học nên chú ý điều đó. 
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2. Xây dựng mô hình không gian cơ bán để tư duy 
vẽ hình và địa hình 

ẠA Học hình học không gian 
phải biết vẽ hình trực quan, 
muốn vẽ được hÌnh không gian 
chính xác thì ngoài việc nắm vững 
những quy tắc cơ bản của hình 
trực quan ra, điều quan trọng 
nhất là phải dựa vào tư duy. VÍ 
dụ cho AABC, AB ñ œ« = {D)}, 
BC ñ œ« = ({E} (hỉnh 16-2). 
Tìm giao điểm của cạnh AC với 
mặt phẳng œ. 

Làm sao để xác định được 
giao điểm của cạnh ÁC với mặt 
phẳng œ ? Chỉ kéo dài AC chưa 
đủ để xác định giao điểm. Do 
đó ta phải kết hợp các điều kiện đã biết và hình vẽ để phân tích. 


Vì AB n « = (D}, BC n « = {E}, như vậy mặt phẳng ABC fñ 
œ« = {DE}. Giả thiết cạnh AC cất mặt phẳng œ ở F, F vừa thuộc 
mặt phẳng ABC, vừa thuộc mặt phẳng œ, nên F là điểm chung 
của hai mặt phẳng đớ. Theo nguyên lí hai mặt phẳng cắt nhau thì 
F € DE. Cho nên F là giao điểm của AC và DE. Vậy cách vẽ là 
nối DE, kéo dài cắt AC kéo dài ở F. F chính là giao điểm của cạnh 
AC với mặt phẳng œ. 

Ví dụ khác, trên hình 16-3 
PA L hình chữ nhật ABCD, 
PA =1, AB = 1, AD =2. Tìm 
khoảng cách từ P đến CD ? 


8 
Hì,h 1ó_-2 


Rõ ràng muốn tìm 
khoảng cách từ P đến CD thì 
trước hết phải qua P vẽ 
đường vuông góc với CŨ. Hình 16-3 


c 
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Vấn đề là chân đường vuông góc 
trên CD ở chỗ nào ? Cho nên 
phải phân tích điểm đó. 


Theo đầu bài PA L ABCD, AD 
1 CD. Từ định lí ba đường thẳng 
vuông góc có thể biết được PD L 
CD tức PD là đoạn thẳng vuông 
góc với CD, D là chân đường 
vuông góc đó. Hình 16-4 


PD = Võ. 


Vẽ hình phải dựa vào tư duy, đọc hình càng phải gắn chặt với 
tư duy, đó là vì đọc hình ở đây không phải là thưởng thức mi 
thuật, cũng không phải là hình học phẳng như ở cấp hai. Đọc hình 
không gian là từ mặt phẳng tưởng tượng ra các yếu tố hình học 
(đường thẳng với đường thẳng, đường thẳng với mặt phẳng, mặt 
phẳng với mặt phẳng) có vị trí ra sao trong không gian. Cho nên 
sự tưởng tượng này phải gắn chặt với cách tư duy được lí luận cơ 
bản về không gian chỉ đạo. Ví dụ : Quan sắt tứ giác ABCD trên 
hình 16-4. 


A A € 


ể 8 Áp 
Hình 16-5 Hình 16-6 
Đây là tứ giác trong hình học phẳng hay trong không gian ? 
Nếu hỏi học sinh cấp hai các em sẽ không do dự mà trả lời là tứ 
giác lõm trong mặt phẳng, còn ta sẽ khẳng định là tứ giác trong - 
không gian. Vì sao ? VÌ hai cạnh BC và CD giao nhau đã đủ để 
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xác định mặt phẳng BCD, còn điểm A không nằm trên mặt phẳng 
BCD cho nên AB, AD đều giao với mặt phẳng BCD. Do đó trong 
hình học không gian, hai loại tứ giác dưới đây đều được xem là 
tứ giác không gian (hỉnh 16-5 và 16-6). Chỉ cần nối BD (hoặc 
AC) thì sẽ hiện rõ hai mặt phẳng ABD và BCD (hoặc ABC và 
ADC) cùng cắt nhau. 


- Đọc hình chính xác có tác dụng rất quan trọng trong giải bài 
tập. ì : 


Ví dụ. Các đường thẳng AC, DF bị ba mặt phẳng œ Ø, y song 
AB DE 


song cắt như trên hình 16-7. Chứng minh 5C F EE 


Hình 16-7 DĐ. Hình 16-8 


Quan sát hình vẽ có thể biết được 2 đường thẳng AC và DF là 
hai đường thẳng khác mặt phẳng. Do đó nối CD sẽ chuyển thành 
vấn đề đoạn thẳng tỉ lệ của tam giác để giải bài toán. Nếu nghĩ 
sai rằng AC và DF cùng trong một mặt phẳng do đó nối AD, BE 
và CF để được hình thang ACFD, rồi căn cứ đoạn thẳng tỉ lệ 
AB DE 
BC ˆ EF 
đến giải sai. 


thì rõ ràng là sai. Như thế tức là do đọc hình sai dẫn 
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Hình không gian thiên biến vạn hóa. Song dù biến hớa ra sao, 
thì các quan hệ vị trí giữa đường thẳng và mặt phẳng đều cớ thể 
thông qua mô hình cơ bản là hình lập phương để phản ánh rõ. 
Dưới đây xin giải thích một cách ngắn gọn. 


Trên hỉnh 16-8 trong hình lập thể, ngoài quan hệ vị trí của 
các đường thẳng khác mặt phẳng, giữa các cạnh có song song, có 
cắt nhau (vuông góc) mà ta đã quen biết ; giữa cạnh và các mặt 
phẳng có đường thẳng nằm trong mặt phẳng, đường thẳng song 
song với mặt phẳng, đường thẳng và mặt phẳng cát nhau (vuông 
góc) và giữa mặt phẳng với nhau có vuông góc và song song với 
nhau ra sao, ta có thể thêm hoặc bỏ bớt một số đường thẳng hoặc 
mặt phẳng trên hình để tạo ra các hình khác nhau. Ví dụ nối AD;, 
BD\ và BỊC có thể được các.cặp đường thẳng khác mặt phẳng ' 
AD; và B¡C ; AD; và BB\ ;..., hoặc được các đường thẳng khác 
mặt phẳng như BD; và B,C ; BD; và C¡C ; BD và CD ;... Có thể 
chứng minh B,C phải cắt mặt phẳng ABD; và tìm góc kẹp giữa 
chúng ; có thể tìm độ lớn góc nhị diện Dị - AB-D. - ~ 

Nếu xóa đi A¡, Bị, B, C¡, nối AD;, AC, D¡C thì sẽ được tứ giác 
không gian DIACD. Có thể tÌm khoảng cách từ Dị đến cạnh 
AC, từ D đến mặt phẳng ACD¡, độ lớn góc nhị diện Dị ~ AC - D 
(hình 16-9). : 
D 6 


Hình 16-9 Hình 16~10 
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Nếu xóa đi A¡, Bị, D¿, lấy E làm điểm giữa AB, F điểm giữa 
AD, G điểm giữa CC¡, tìm khoảng cách từ điểm B đến mặt phẳng 
GEF (giả thiết cạnh hình lập phương có độ dài là 4). Đây là đề 
thi vào đại học toàn quốc năm 1991. (Xem hình 16-10). 


Các bạn học sinh nên thử xem, vẽ một số hình không gian mà 
thường ngày Ít gặp và tÌm các đại lượng hình học. Qua đó làm 
quen với cách giải các vấn đề liên quan với song song, vuông góc, 
tìm các khoảng cách và các góc. Đó là cách bồi dưỡng rất tốt cho 
năng lực suy luận và năng lực tưởng tượng. 


3. Nắm vững phương pháp cơ bản - sự chuyển 
hóa giữa không gian và mặt phẳng 

Chí cần phân tích các khái niệm, định nghĩa và định lí liên 
quan với song song, vuông góc, khoảng cách và góc kẹp trong 
không gian thì ta sẽ phát hiện ra trong đó đã ẩn chứa phương 
pháp cơ bản để giải quyết hỉnh học không gian, đó là sự chuyển 
hóa các quan hệ vị trí trong không gian thành quan hệ vị trí trong 
mặt phẳng, tức là sự chuyển hóa giữa không gian và mặt phẳng. 
Ví dụ, định nghĩa góc giữa hai đường thẳng a, b khác mặt phẳng 
là "qua điểm O bất kì trong không gian vẽ các đường thẳng a' // 
a, b` /b thì góc nhọn (hoặc vuông) giữa a', b` là góc kẹp giữa a, 
b". Rõ ràng hai đường thẳng a', b` đi qua O cùng chung mặt phẳng. 
Hay ví dụ định nghĩa góc giữa đường thẳng và mặt phẳng là "góc 
nhọn hình thành bởi đường thẳng và hình chiếu của nó trên mặt 
phẳng tạo thành". Rõ ràng đường thẳng và hình chiếu của nó trên 
mặt phẳng cùng chung mặt phẳng. Đối với khái niệm góc nhị diện 
tuy định nghĩa là "hình được cấu tạo bởi hai nửa mặt phẳng cùng 
xuất phát từ một đường thẳng". Nó không phải là hình phẳng 
nhưng độ lớn của góc nhị diện lại dùng góc phẳng để đo. Định lí 
cũng thế. Từ đường thẳng song song với một đường thẳng nằm 
trong mặt phẳng, ta có thể suy ra đường thẳng đó song song với 
mặt phẳng, ngược lại, từ đường thẳng song song với mặt phẳng 
ta có thể suy ra đường thẳng này song song với giao tuyến của 
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mặt phẳng đi qua nó với mặt phẳng kia. Tóm lại, từ đường, đường 
song song suy ra đường thẳng và mặt phẳng song song ; đường 
thẳng và mặt phẳng song song suy ra đường và đường song song. 
Từ đơớ có thể thấy rõ sự chuyển hơa lẫn nhau giữa quan hệ vị trí 
không gian và quan hệ vị trí mặt phẳng. 


Nắm vững phương pháp cơ bản cách giải quyết sự chuyển hóa 
hình học giữa không gian và mặt phẳng rất có lợi cho việc nâng 
- cao năng lực tưởng tượng không gian và năng lực suy luận, chứng 
minh, tính toán không gian. 

Ví dụ : Biết SA L mặt phẳng ABC, AB L BC, D € AC, DE L 
SƠ, E là trung điểm.-SC, SA = AB = a, BC = 2a. Chứng minh : 
1) SC +1 BD; 2) Góc nhị diện Ð - BD - C = 609 (hình 16-11). 

Phân tích : 1) Từ điều 
kiện đã cho có thể biết 
5C và BD là hai đường 
thẳng khác mặt phẳng. E 
Chứng minh hai đường 
thẳng khác mặt phẳng 
vuông góc với nhau 
thường chuyển thành A 
chứng minh đường thẳng 
vuông góc với mặt phẳng. ` 
Kết hợp hình vẽ với các 
điều kiện đã cho, ta có 
thể tìm cách chứng minh 
SC L mặt phẳng BDE. K4) 0/84 


Tức 5C L BD 5C L mát phẳng BDE (đường, đường chuyển 
hóa thành đường và mặt phẳng). 


Phân tích thêm ta thấy : đã biết DE L SC, chỉ cần chứng minh 
5C L BE nữa là được (tức từ không gian chuyển thành mặt phẳng). 


Chú ý đến E là trung điểm của 5C, muốn chứng minh SC L 
BE thì phải chứng minh SB = BC. Ta đã biết SA L mặt phẳng 
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ABC, SA = AB = a, nên SB = 2a, mà BC = Ý2a theo giả thiết. 
Vậy SB-= BC = ASBC cân. BE là đường cao nên BE +1 ŠC, 

__ 3) Muốn tÌm góc nhị diện E - BD - C nên vẽ ra góc nhị diện. 
Quan sát hình vẽ ta thấy góc phẳng EDC có điểm D trên BD là 
điểm đỉnh, còn hai cạnh phân biệt nằm trên hai nửa mặt phẳng 
BDC và BDE, do đó ta đoán góc phẳng EDC có phải là góc nhị 
diện E-BD-~C không ? Vấn đề biến thành chứng minh ED L BD và 
CD + BD. 


Từ BD 1+1 §C (đã chứng minh ở trên), ED và 5C chung mặt 
phẳng, muốn chứng minh ED 1 BD thì phải chứng minh BD L 
mặt phẳng SAC. 


Tức ED L BD<=BD L mặt phẳng SAC (từ mặt phẳng chuyển 
thành không gian). Điều này dễ chứng mỉnh vì SA 1L mặt phẳng 
ABC => SA L1 BD. Kết hợp với 5C +L BD sẽ suy ra BD + mặt 
phẳng SAC. Do đó biết được BD L CD. Vậy EDC là góc phẳng 
nhị diện E~BD-C. 


Tớm tắt lại như sau : 
1) Vì SA +L mặt phẳng ABC, nên SA L AB. 
Vì SA = AB = a, nên SB = 2a 
Vì BC = 2a, E là điểm giữa SC nên BE L SC. 
Lại vì DE L §C nên SC L mặt phẳng BDE, nên SC L BD. 


2) Vì SA L BD, do đó BD L mpSAC. 
nên BD 1 DC, BD + DE 
Kết quả ED là góc phẳng nhị diện E~BD-C. 
vì AB L BC, nên AC = V8a. 
—— -———m 
vì SA L AC, biết SCA = 30° nên EDC = 609. 


Trong chứng minh trên có mặt phẳng chuyển sang không gian 
và cả từ không gian chuyển về mặt phẳng. Cần biết rằng sự 
chuyển hóa không phải bịa ra mà là sự lựa chọn logic bởi sự kết 
hợp giữa các điều kiện đã biết và các định lí mà đưa đến. 
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4. Khắc phục ảnh hưởng của lối tư duy hình học 
phẳng 

Hình học không gian khác với hình học phẳng, nó nghiên cứu 
quan hệ vị trÍ và quan hệ số lượng của các đường thẳng và mặt 
trong không gian. 


Trừ một số tính chất quan hệ vị trí của đường thẳng giống với 
hình học phẳng ra, đại bộ phận các tính chất khác đều không 
giống với hình học phẳng, nhất là những định lí về vị trÍ tương 
quan giữa đường thẳng với mặt phẳng, giữa mặt phẳng với mặt 
phẳng đều thuần túy thuộc về kết cấu không gian. Tuy nhiên cũng 
có những tính chất có thể so sánh với tính chất của hình học 
phẳng, nhưng không thể thay thế được phương thức tư duy của 
hình học không gian. Song vì mới tiếp xúc với hình học không 
gian nên thường bị ảnh hướng của tư duy hình học phẳng dẫn đến 
những phán đoán hay suy luận sai lầm. 


Dưới đây cử hai ví dụ sai. 


VÍ dụ 1. Phán đoán xem kết luận sau đúng hay sai. 


1) Nếu khoảng cách từ hai điểm trên một đường thẳng đến 
một mặt phẳng bàng nhau thì đường thẳng đó nhất định song 
song với mặt phẳng. 

2) Nếu hai đường thẳng đều vuông góc với đường thẳng thứ ba 
thì hai đường thẳng này vuông góc với nhau. 

3) Hai đường thẳng vuông góc với nhau thi chúng giao nhau: 

Có học sinh cho rằng ba kết luân trên đều chính xác. Có đúng 
thế không ? Ta có thể cử ra những ví dụ ngược lại để nói rõ những 
kết luận trên đều sai. 

1) Nếu đường thẳng ] cắt mặt phẳng a, thì ở hai bên khác nhau 
của mặt phẳng có thể lấy trên đường thẳng l hai điểm có khoảng 
cách đến mặt phẳng bằng nhau (hỉnh 16-12). 

Nguyên nhân sai là bị ảnh hưởng của tư duy hình học phẳng. 

2) Trên hình 16-13, b + 1a + l, nhưng a+“b. 
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Hình 16—~12 Hình 16-13 


Nguyên nhân sai là vì bị ảnh hưởng của tư duy hình học phẳng 
"hai đường thẳng cùng vuông góc với đường thứ ba thì chúng song 
song với nhau". Kết luận đúng là : "Hai đường thẳng tuy cùng 
vuông góc với một đường thẳng khác nhưng chúng có thể là song 
song, cắt nhau hoặc khác mặt phẳng với nhau'".. 

3) Hai đường thẳng khác mặt phẳng có góc với nhau bằng 909 
thì vuông góc mà không cắt nhau. 

Nguyên nhân sai là vì bị ảnh hưởng của tư duy "hai đường 
thẳng cắt nhau thành góc vuông thì hai đường thẳng đó vuông 
góc với nhau". 


VÍ dụ 2. Cho biết hai đường thẳng AB và CD nằm trong hai 
mặt phẳng giao nhau œ và Ø. B và D là 2 điểm trên giao tuyến ]. 
Nếu ABD = CDB thì tương quan vị 
trí giữa AB và CD ra sao ? Hãy 
chứng minh kết luận của bạn (hình 
16-14). 


Giải : AB /J CD. 
——— -—m—— 
Vì AB, CD bị l cát, ABD = CDB 
là góc so le, nên AB // CD. 


Phân tích. Đây là kết luận sai và 
suy luận sai, vì AB và CD khác mặt Hình 16-14. 
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l —_— —— 
phẳng, ABD và CDB không phải là góc so le trong trong hình 
học phẳng. Cho nên không thể dùng định lí hình học phẳng về 
đường thẳng song song được. 
Kết luận đúng là : AB, CD là hai đường D2 khác mặt phòng: 
Dùng phép phản chứng chứng minh như sau : 


Nếu AB và CD cùng mặt phẳng, vì B, D € I,œ« ñ Ø = Ì, nên 
œ và ổ trùng nhau, như thế mâu thuẫn với « ñ Ø8 = l. Do đó AB, 
CD khác mặt phẳng. 
—^~- —— 
Ví dụ khác. Giả thiết góc nhị diện œ-l-Ø là 9, ABD = CDB = 
= 6; (0 < 6; < 909.) 
Góc của hai đường thẳng AB, CD khác mặt giảng là x. Có : 


Cos, = cos29, + sin29;cosớ). 


Chứng minh : Qua điểm B 
trong 8 vẽ BC' // CD thì góc 
nhọn ABC" là góc của hai đoạn 
thẳng AB, CD khác mặt phẳng 
tạo thành (nếu ABC' là góc tù, 

7 
thì lấy góc phụ của nó là ABC), 
_—— R 
ABC' = x (hỉnh 16-15). 

Giải : Giả thiết BA' = BC) = I, 
trong mặt phẳng œ vẽ A'E L l. 

Nối EC', A'C'. Vì AA BE = AC'BE, nên CR 1 l, có AEC là 
góc nhị diện của œ—Ì-Ø. ARC' = 6¡. Lại vì A'E = C'E = sin9; nên 
trong AA'G 'E : 


Hình 16-15 


A'Œ'2 = 2sin29, - 2sin?9; cos9;, nên trong AA'B'C' có : 


A'E2 + BC? — A'C*2 2 — 2sin29; + 2sin29;cos?, 
Trữ CP 2A'B.BC : 2 


= cos2;, + sin2Ø;cosØ,. 
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Từ hai ví dụ sai ở trên có thể thấy rõ, nguyên nhân căn bản 
sân sinh ra sự ảnh hưởng của tư duy hình học phẳng là trong đầu 
còn thiếu tưởng tượng không gian và chưa nấm vững các khái 
niệm đối với không gian. Cho nên muốn khắc phụ được nhanh sự 
ảnh hưởng đó thì phải cố gắng ở hai khâu này. Để có đầu óc tưởng 
tượng không gian phong phú, học sinh có thể dùng que hoặc sợi 
thép làm thành những mô hình không gian, kết hợp với các khái 
niệm để đi sâu tÌm hiểu, không nên ngãi phiền, cứ làm thử chác 
sẽ có lợi. 


5. Sử dụng chính xác ngôn ngữ hình học và ngôn 
ngữ tập hợp 

Trong hình học lập thể, ngôn ngữ hình học và ngôn ngữ tập 
hợp thường kết hợp xen kẽ sử dụng. Do đó sử dụng chính xác 
ngôn ngữ hình học và ngôn ngữ tập hợp đối với nâng cao năng 
lực suy luận, chứng minh là rất cần thiết. 

Để sử dụng chính xác ngôn ngữ hỉnh học và ngôn ngữ tập hợp 
thì điều cốt yếu đầu tiên là phải hiểu chính xác ý nghĩa hình học 
nội hàm của ngôn ngữ tập hợp. Tức là nói, khi dùng ngôn ngữ 
tập hợp để diễn đạt mối quan hệ giữa các tập điểm thì có thể 
dùng ngôn ngữ hình học để diễn đạt lại hàm ý của nó và có thể 
vẽ ra được hình vẽ không gian tương ứng. 


VÍ dụ : Hình 16-16 ngôn ngữ tập 
hợp là : "a A b = ớ, a,b C cœ', ngôn 
ngữ hình học là : "đường thẳng a 
song song đường thẳng b". 

Có lúc ngôn ngữ tập hợp sử dụng 
kết hợp với ngôn ngữ hình học, như 
*a /b,bC Ø"'. Ngôn ngữ hình học của 
nó là : "đường thẳng a song song với 
đường thẳng b trong mặt phẳng Ø". 


Hình 16-16 


Sử dụng ngôn ngữ tập hợp có hai điểm tốt, một là ngắn rõ, hai 
là có thể dùng các phép tính và tính chất của tập hợp để suy luận 
dễ dàng. Dưới đây cử một ví dụ. 

Có ba mặt phẳng giao nhau từng đôi một thành ba giao tuyến. 
Chứng minh : ba giao tuyến sẽ cắt nhau tại 1 điểm hoặc song song 
với nhau. 
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Giả thiết ba mặt phẳng là xạ, Z¿, z3, Z4 ñ z; = lạ z;„ ñA z; = Ìị, 


Chứng minh : Giữa Ì¿, l¿, ly có hai khả năng sau : 

1) Ba giao tuyến cắt nhau tại một điểm, tức l¡ n lạ n lạ = {p}. 

2) Ba giao tuyến song song với nhau, tức ". j lạ, l; // bộ, lạ // 
(hỉnh 16-17). 


ò 


4) Ð) 
Hình 16-17 
Chứng minh : lị ñ l; = (x; ñ x4) ñ (rx ñ xị) = xịO 1ñ 1a 
Tương tự:  lạ/ñly = mịñAzx;ñ 53 
lạnl=x;nAz;nzz 


cho nên l¡nlạnlạ=zx¡n z;ñ1¿. 


VÌ zị, z;; z; là các mặt phẳng khác nhau, cho nên tập giao ở 
trên chỉ có hai khả năng "điểm đơn" hoặc "tập không". 


c:1)lnùnl= (pl 
hoặc Zjfib=bfñnb =b7tlysmzøynwfñ®wy sở 
lại có hị, lạ C z4 ; lạ, la Cai; lq, lị C 7¿ cho nên 
ky là 1x 


Qua ví dụ trên chứng tỏ, nói chung đối với vấn đề song song 
dùng ngôn ngữ tập hợp để chứng minh tương đối ngắn gọn. 
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Muốn sử dụng ngôn ngữ tập hợp chính xác còn cần phải hiểu 
sâu sắc các tính chất cơ bản của kết cấu không gian, nếu không 
sẽ phạm sai lầm dịch trực tiếp một cách hỉnh thức. Ví dụ "A là 
điểm chung của hai mặt phẳng œ và Ø" thì không thể viết thành : 
"«ñổ = {A}' mà phải viết là "A € œ« và A € Ø". Nguyên nhân 
là "hai mặt phẳng nếu có một điểm chung thì sẽ có đường thẳng 
chung đi qua điểm đó" (nguyên lÍ hai mặt phẳng cắt nhau). Ví dụ 
khác : "đường thẳng a song song với đường thẳng b, a //b" không 
được viết là "a f b = ¿", vì hai đường thẳng khác mặt phẳng cũng 
không có điểm chung. Định nghĩa đường thẳng song song là : "hai 
đường thẳng song song là hai đường thẳng trong cùng mặt phẳng 
không có điểm chung", nên cách viết chính xác là "a ñ b = ý và 
a, bCcc, 


16 - HỌC CÁCH DÙNG CON MẮT TOÁN HỌC 
ĐỀ QUAN SÁT SỰ VẬT 


Cách đây hơn 70 năm nhà khoa học Đức Weikna dưỡng bệnh 
ở nhà. Khi nằm trên giường, nhìn vào bức bản đồ thế giới treo ở 
mặt tường đối diện, phát hiện đường viền bản đồ các châu của 
thế giới tuy khấp khểnh như răng cưa nhưng có thể ghép khớp 
với nhau được. Ông ta cho rằng, các đại lục nguyên là một khối, 
sau đó vÌ vỏ trái đất di động mới bị "rách" và "trôi" đi, hỉnh thành 
các châu lục và đại dương ngày nay. Do đó ông đưa ra "thuyết các 
đại lục trôi dạt". Học thuyết này rất phù hợp với các tư liệu khảo 
sát khoa học về sau, do đó được mọi người tiếp thu. Phát hiện của 
Weikna gợi ý cho ta điều gì ? 
thứ nhất, lúc xem bản đồ, ông ta có thái độ tìm kiếm tích cực 
vỀ xoục đích rõ ràng. Cách dùng mắt (hoặc máy móc) một cách 
có mục đích, hoạt động nhận thức một cách kiên trÌ này gọi là 
quan sát. 
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Thứ hai, Weikna quan sát bản đồ chủ yếu là hình dạng hình 
học, do đó đây là cách để quan sát nên được gọi là một loại hoạt 
động quan sát toán học. 


Thứ ba, việc đưa ra học thuyết các đại lục trôi dạt nói lên một 
cách sinh động rằng, quan sát có một tác dụng to lớn trong phát 
hiện hoặc phát minh khoa học. 


Quan sát là con đường quan trọng để ta nhận thức các sự vật 
chung quanh, thu nhận được các tri thức cần thiết. Sức quan sát 
chính là nguồn của hoạt động trí lực. 


Quan sát khoa học không những có tác dụng to lớn trong phát 
hiện khoa học mà ngay trong học tập cũng cơ ý nghĩa rất cao. Có 
người đã làm thống kê, cho rằng 90% tri thức của một người là 
nhờ quan sát mà cơ. Từ một ý nghĩa nào đó mà nói, không chú 
ý quan sát, không biết quan sát là người mù trong học tập, sẽ bỏ 
mất những dịp đáng lẽ thu được kiến thức, đó là tổn thất to lớn.- 

Học toán phải gắn liền với quan sát. Muốn học tốt toán càng 
cần phải có khả năng quan sát. Trong học toán cần quan sát cái 
gì ? Nói một cách đơn giản, có hai loại : loại thứ nhất là dùng các 
kí hiệu (chữ số, chữ èvái, các dấu toán, kí hiệu về quan hệ...) hoặc 
lời văn để biểu thị các công thức toán, định lí... ; loại thứ hai là 
đồ thị, hình vẽ, các hình hình học... 


1. Làm sao để nâng cao khả năng quan sát 

1) Nâng cao mục đích của quan sát. Quan sát trong toán học chủ 
yếu có hai mục đích, thứ nhất là thu được kiến thức mới ; thứ hai 
là vận dụng kiến thức để giải bài tập. 


Mỗi khi thầy giáo viết ra công thức hoặc vẽ hình, chuẩn bị 
giảng vấn đề mới, nếu ta chú ý quan sát thì sẽ có sự phát hiện nào 
đơ. Ví dụ : Quan sát : 103 x 10 = 10311; 23 x 2=... = 21; 
a3 xa =... = a”*!l, Chú ý đến cơ số và số mũ của hai vế, qua 
suy nghỉ ta sẽ có kiến thức mới : aman = am+n (m, n là các số 
nguyên dương) và quy nạp được quy tắc "phép nhân hai lũy thừa 
_ œố cùng cơ số là cơ số không đổi, cộng số mũ với nhau". 


Cách quan sát này không những giúp ta nhận được kiến thức 
mới một cách thuận lợi mà còn phát triển được khả năng quan 
sát, cũng là đặt cơ sở cho sự sáng tạo trong học tập và công tác 
sau này. 

Làm thế nào để nâng cao tính mục đích trong quan sát ? 


Đầu tiên lúc nghe giảng, phải chú ý thẩy giáo yêu cầu mình 
nhìn vào cái gì, suy nghỉ cái gì ; sau đó lúc giải bài tập, phải quan 
sát "quanh vấn đề" cần giải quyết. Như thế tính mục đích sẽ nâng 
cao. Mục đích quan sát càng cao, càng tập trung thì những tư liệu 


cần quan tâm đến càng chính xác, càng đầy đủ. 


2) Nắm vững phương pháp quan sát khoa học. Nhà khoa học Nga 
~ Paplôp rất coi trọng phương pháp quan sát khoa học. Ông nói 
"Trước hết nên học biết cách quan sát, không biết cách quan sát, 
vinh viễn không thể trở thành nhà khoa học được". 

Bất cứ sự quan sát nào cũng bao hàm hai yếu tố : Yếu tố nhìn 
thấy và yếu tố tư duy. Khi quan sát vừa phải dùng mát nhìn, vừa 
phải động não nghỉ. NhÌn và nghỉ đồng thời kết hợp. Sự kết hợp 
đó không những xuyên suốt trong quá trình quan sát mà nó phải 
kéo dài ra cả trước và sau khi quan sát. Như trên đã nói, trước 
khi quan sát phải xác định quan sát cái gì, trong quá trình quan 
sát phải quy nạp, phân tích các thông tin thu được, cố gắng đi 
đến những kết luận đúng đắn. Quan sát xong đi giải quyết vấn 
đề, sau đó lại suy nghĩ về kết quả đã quan sát được. Nắm vững 
phương pháp quan sát khoa học sẽ quan sát có hiệu quả. Trong 
học tập, phương pháp quan sát thường dùng chủ yếu là : quan sát 
đặc điểm cục bộ, quan sát toàn thể, quan sát từ nhiều phía, quan 
sát so sánh và quan sát phân tích. 


2. Tiến hành quan sát toán học như thế nào 


1) Tập trung sức tìm ra đặc điểm. Bất cứ sự quan sát nào, trước 
hết phải căn cứ mục đích quan sát, tập trung tìm ra đặc điểm của 
sự vật cần quan sát. Như thầy thuốc, để chữa bệnh hiệu quả phải 
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dùng mọi biện pháp để quan sát và tìm hiểu bệnh nhân. Họa sĩ 
muốn vẽ chân dung giống phải tìm ra đặc điểm của khuôn mặt. 


Quan sát toán học cũng thế, phải tập trung tìm đặc điểm. 
Thông qua tìm đặc điểm sẽ phát hiện được quay luật và tri thức 
mới, và cách giải bài tập. 


Vậy trong quan sát toán học cần chú ý những đặc điểm gì ? 
Thứ nhất, quan sát các chứ số và đặc điểm của phép tính. 


Ví dụ : số nguyên, số lẻ, số chẵãn, số tự nhiên, số nguyên tố, số 
hữu tỉ, vô tỉ, v.v... Chúng đều có đặc tính khác nhau. Do đớ, trong 
giải bài tập phải chú ý đến đặc điểm của các số đã cho và từ đó 
phát hiện ra mối liên hệ giữa các số. Mấy ví dụ dưới đây sẽ giúp 
bạn hiểu quan sát đặc điểm các số như thế nào. 


: : 1 1 1 
Ví dụ 1. Tính (~66)x |5 ~s †Tị 
Đây là đề bài về phép tính số hữu tỉ, quan sát đặc điểm các số 
hạng của dãy tính, dễ thấy rằng, số hạng thứ nhất là tích của số 
nguyên với tổng các phân số, hai số hạng sau đều là tích của hai 
số nguyên. Đồng thời ta còn thấy : 66 là bội số của ba mẫu số : 
2, 3, 11, còn hai số hạng sau đều có thừa số chung là 124. Do đó 
hình thành ra cách giải đơn giản : 


Ì› 124 x (~37) +63 x (~124). 


Ì H 1 
Dãy tính ban đầu = -66 x s†68x 3 - 66 x 1† +124 x (-ä7 - 68) 


= -3ä + 22 - 6 - 12400 = ~12417. 
Ví dụ 2. Tính 1990 x 19911991 - 1991 x 19901990. 


Quan sát ta thấy dãy tính có hai đặc điểm : thứ nhất, thừa số 
trong tích của hai số hạng đều có tính luân phiên đối xứng ; thứ 
hai, trong hai số hạng đều có số nguyên dạng "abcdabcd", đặc điểm 
của dạng số nguyên này là có thể phân tích thành abcd x 10001. 
Do đó có cách giả : 

Dãy tính ban đầu = 1990 x 1991 x 10001 - 1991 x 1990 x 10001. 

= 0 
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Thứ hai, quan sát đặc điểm kết cấu của dãy phép tính. 


Các dãy phép tính bao gồm các phép tính, đẳng thức, bất đẳng 
thức, phương trình v.v... chúng là chủ thể của thế giới toán học. 
Quan sát đặc điểm kết cấu của chúng để liên tưởng đến các công 
thức, định lí, phương pháp chứng minh sẽ có thể tìm thấy con 
đường ngắn nhất. Dưới đây cử hai ví dụ. 


VÍ dụ 3. Đơn giản biểu thức (2a + 3b)2 - (2a - 3b)2 

Đặc điểm của phép tính là tổng hoặc hiệu của mỗi số hạng đều 
bình phương, đây lại là hiệu của hai số bình phương, còn cơ số 
(2a + 3b) và (2a - 3b) đối xứng nhau. Nếu áp dụng hằng đẳng 
thức đáng nhớ về hiệu hai bỉnh phương thì sẽ giảm được số phép 


tính. Do đó cớ cách giải ngắn nhất là : 
Biểu thức ban đầu = (2a + 3b + 2a - 3b) (2a + 3b ~ 2a + 3b) 
= 4a x 6b = 24ab. 
VỉÍ dụ 4: Biết các số thực a, b phân biệt thỏa mãn Ẵ _ ẫ = 
-3 = 0 và b# + b2 - 3 = 0. Tìm giá trị của biểu thức _ 7 


Ta quan sát thấy dạng của dữ kiện đều có kết cấu (Q2 + Q - 3 = 0.' 
-2 
Điều đó chứng tỏ —~ và b2 là hai nghiệm của phương trình bậc 
a 
hai x? + x - 3 = 0. Hơn nữa có 
*b4+4 4 -2 
=0. .ẻ (b2)? + ) : nên biểu thức đại số cần 
a4 a4 a2 
~2 
tìm thực tế là tổng bình phương của hai nghiệm —~ và b2. 
: a 
Nhận biết được kết cấu của đảng thức trong dữ kiện và kết cấu 
của biểu thức đại số cần tìm thì vấn đề sẽ trở nên rất đơn giản. 


Theo định lí Viết có : (t2) “+ (Ì> (b?- 3 2b2( -Š) 
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Quan sát đặc điểm kết cấu của dãy tính, trong biến đổi các 
công thức lượng giác rất quan trọng. 


VÍ dụ 5. Biết cosØ + cos29 = 1. Tìm giá trị của sin29 + sin6Ø + 
+ sin89 ? Trong đữ kiện, vế trái là tổng của cosØ và cos20, vế phải 
là 1. Chuyển cos2Ø sang phải để được cosØ = sin29. Còn trong đa 
thức cần tìm đều cớ liên quan với sin20. Do đó thay trực tiếp vào 
ta có : 


sin29 + sin5Ø + sinŠØ = cosØ + cos3Ø + cos49. 
Chú ý đến  csoØ + cos2g = 1, ta đễ nhớ đến cách biến đổi 
cos269 + cos‡Ø = cos2Ø (cosØ + cos29) = cos2Ø. 


Vậy : biểu thức ban đầu = cosØ + cos2Ø = ] 


Nếu ta không chú ý quan sát đặc điểm kết cấu của dãy tính, 
mà chỉ biết căn cứ vào dữ kiện để giải phương trình bậc hai thì 
số phép tính sẽ rất nhiều. 


Thứ ba, quan sát đặc điểm hình vẽ 


Giải bài tập thường phải vẽ hình, nhất là bài tập hình hoặc 
khảo sát đồ thị hàm số. Do đó khi quan sát hình phải tìm ra đặc 
điểm liên quan với vấn đề đang cần giải quyết là rất quan trọng. 
Dưới đây là đề bài rhải dựa vào đồ thị để giải. 


Ví dụ 6. Biết đồ thị của hàm số bậc hai y = ax2 + bx +c như hình 
17-1 thì trong 6 biểu thức sau : 


ab, ac,a +b+c,a-~b+c, 2a 
+b, 2a - b, số biểu thức có giá 
trị dương (A) 2 cái (B) 3 cái, (C) 
4 cái (D) 4 cái trở lên. 


Đối với đồ thị hàm số bậc hai, 
nói chung nên quan sát đặc điểm 
có liên quan với tính chất của 
hàm số, đó là phía của đường 
cong, vị trí đỉnh, vị trí trục đối 


Hình 17-1 
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` Ai 


xứng, giá trị điểm cất trục tung, khoảng đồng biến (tăng hoặc 
giảm) v.v... 


Riêng bài này, đồ thị đỉnh hướng lên trên thì a < 0 ; hoành độ 
điểm đỉnh ở giữa 0 và 1 tức 0 < 2 < 1,b>0,2a+b<0,do 
đó ab < 0, 2a - b < 0; đồ thị cắt trục tung ở e < 0,vÌa< 0 
nên ac > 0,a—-b+c< 0; lại còn khi x = l,y =a+b+c>0. 


Cho nên trong 6 biểu thức đại số chỉ có 2 cái là dương. 


Thí dụ trên chứng tỏ, một cách giải ngắn gọn, hợp lÍ gắn liền 
với việc nắm vững đặc điểm của vấn đề cần giải quyết. Đương 
nhiên, muốn tìm đặc điểm là phải dựa vào kiến thức và kinh 
nghiệm vốn có của mình. Castơ nói một câu như sau : "Ta nhìn 
thấy chỉ là cái mà ta biết". Đúng là như thế. VÍ dụ, giải "nếu a + 
b-c =0, hay chứng minh hệ đường thẳng ax + by +c = 0 luôn 
đi qua một điểm cố định". Có học sinh nhìn ra ngay a +b - c = 
0 thực tế là -a (~1) - b (—1) - c = 0 điều đó chứng tỏ điểm (-1, 
-1) nằm trên hệ đường thẳng -ax ~ by - c = 0, tức ax + by +ec 
= 0, cho nên hệ đường thẳng đó luôn đi qua điểm (-1, -1). Còn 
đa số học sinh không nhìn ra đặc điểm của kết cấu này. Nguyên 
nhân ở đâu ? Nó liên quan đến chiều sâu hiểu biết của một ngừơi 
từ kết cấu để hiểu được điểm p(x, y) trên đường thẳng ax + bx + 
c = 0. Từ một ý nghĩa nào đó mà nói, một người quan sát được, 
cái gì là do anh ta đã vận dụng lí luận và tư duy ra sao quyết 

. định, 


2) Chú ý đến từng chỉ tiết. Khi quan sát toán học phải chú ý từng 
chi tiết, vì các đặc điểm có cái lộ ra, có cái ẩn. Chỉ có chú ý đầy 
đủ đến các chi tiết mới không bỏ sót những chỉ tiết có ích, mới 
có thể đi đến phân tích và phán đoán đúng đán. Ví dụ : Giải hệ 
phương trình 

x=y+4 @) 
x2 - Bxy t6y =0 (2) 


(Đề thi vào cấp III của học sinh Bác Kinh năm 1985). 
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Giải hệ phương trình này đầu tiên phải quan sát đặc điểm. Lấy 
mẫu từ 1000 bài thi thì thấy 100% học sinh phát hiện thấy đặc 
điểm của phương trình (1) : (1) là phương trình bậc nhất hai ẩn 
dùng y để biểu thị x ; khoảng 30% số học sinh phát hiện thấy vế 
trái của (2) có thể phân tích thành thừa số. Do đó trước hết phân 
tích (2) thành (x - 2y) (x - 3y) = 0, tức biến đổi thành hai phương 
trình bậc nhất : (x - 2y) = 0 (3) hoặc (x - 3y) = 0 (4), sau đó 
kết hợp với (1) lập thành các hệ để giải phương trình bậc nhất 
hai ẩn. Đa số học sinh vì không chú ý đến chỉ tiết (2), vì vậy đều 
dùng phương pháp thay thế để triệt tiêu một ẩn thành (y + 4)2 - 
~ ð(y + 4)y + 6y2 = 0. Triển khai tiếp, đơn giản đi rồi giải phương 
trình bậc hai y2 - 6y + 8 = 0. Làm như thế tất nhiên là rất dài 
dòng. 


3) Từ tổng thể mà xét từng bộ phận. Trong quan sát, khi chú ý 
kí đến chỉ tiết thường lệch về quan sát bộ phận cá biệt của sự 
vật. Phải biết rằng, đặc điểm của sự vật là một cái gì mang tính 
toàn thể. Cùng một sự vật, xét trong phạm vi nhỏ và trong phạm 
vi rộng hơn kết luận chưa chắc đã như nhau. Giống như chuyện 
"người mù sờ voi", điều đó mách bảo ta một triết lí : không nên 
lấy một phần để khái quát lên toàn bộ. Do đó trong quan sát toán 
học đồng thời với sự chú ý đến từng chỉ tiết, còn phải từ tổng thể 
mà quan sát, từ tổng thể mà xem từng bộ phận. Chỉ có như thế 
mới nắm bắt được điều then chốt, tìm ra đặc điểm của sự vật. 


Cảm TC BE 
l+x (1 +x)2 

2(1 +x) l+x(2 
l—x tin.) bếp 


VÍ dụ : Đơn giản biểu thức 


Nếu quan sát riêng rẽ tử số, mẫu số thì kết quả quan sát được 
chỉ là một phân thức rườm rà bình thường ; nếu kết hợp quan sát 
cả tử và mẫu số sẽ có phát hiện mới : ba số hạng của tử số và 
mẫu số vừa đúng là bỉnh phương của một tổng. Nắm bát được đặc 
điểm này, phương pháp tính toán sẽ rất ngắn gọn. 
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li—x 2 2 v2 
_— +í 
Biểu thức ban đầu = IỆT; ty l = (mm) _ q+x 


4) Học cách so sánh. Quan sát so sánh giúp nắm nhanh sự giống 
và khác nhau giữa các sự vật, từ đó nắm bát được bản chất sự 
vật. Trong quan sát toán học, những quan hệ toán học hay hình 
vẽ thường không c1Ì có một cái, nên phải so sánh giữa chúng với 
nhau, so sánh sự khác và giống nhau, từ 
đớ tÌm ra mối liên hệ cớ tính quy luật giữa 
chúng. 1 

Mùa hè năm 1984, trường đại học b 
Côlômbia và đại học Bostơn ở miền đông ` 
nước Mi liên hợp tổ chức một lần "trắc 
nghiệm trí lực cao cấp", trong đó có một ¬ [ H š 
đề như thế này (thời gian trả lời không quá ' 

2 phút, bạn thử xem). 
3} 
dưới bên trái nên vẽ hình gì ? (hình 17-2). 

Muốn trả lời được thì phải quan sát so 
sánh giữa trái phải, trên dưới, từ toàn thể Hình 17-2 
tổng hợp phân tích, ta sẽ biết được góc dưới bên trái cầu vẽ hình 
F ". Bạn thử nghỉ xem, vì sao ? 


Căn cứ quy luật của cột 1 và 2 thì góc 


Quan sát dãy đơn thức x, -2x, 3x3, -4x4... Thử viết ra đơn thức 
thử 15 và thứ n. 

Đối với mỗi đơn thức ta thấy gồm có ba bộ phận : hệ số, cơ số 
và số mũ cấu tạo thành. Do đó hãy quan sát từ ba bộ phận này. 
So sánh ba bộ phận của mỗi số hạng ta phát hiện, ngoài cơ số x 
cố định ra, hệ số và số mũ đều thay đổi theo số thứ tự, quy luật 
của chúng là hệ số bằng (—1)n-I!n, Đối với đơn thức thứ 15 là 15x, 
thứ n là (~1)n- lInxh, 

Ví dụ khác, quan sát các hình đa giác dưới đây (hình 17-3), 
rồi viết ra tính chất chung của chúng. 
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4 
` 


b 


] 


ự a . a 
b=——_—_—-x — ———ễ— &—————————— 
Hình 17-3 


VÌ phải chỉ ra tính chất chung của chúng, để tiện quan sát, ta 
chọn trong đó ra hình vuông đơn giản nhất, lấy nó làm chủ để 
liên tưởng đến các tính chất, đồng thời đối chiếu với hai đa giác 
kia để quan sát. Chúng ta rất nhanh nghỉ đến hình vuông bốn 
cạnh bằng nhau và vuông góc với nhau, chu vi là 4a, diện tích là 
a2, nó là hình có trục đối xứng và trung tâm đối xứng, có 4 trục 
đối xứng, giao điểm của hai đường chéo là tâm đối xứng. Đối chiếu 
với các đa giác (b), (c) ta được những tính chất chung của chúng 
là mỗi cạnh của hình đa giác bằng nhau ; vuông góc với nhau, chu 
vi đều bằng 4a, đều là hình có trục đối xứng và trung tâm đối 
xứng, đều có 4 trục đối xứng, một trung tâm đối xứng. 


Nhà toán học Mi Pôlia ra một đề toán như sau : không dùng 
giấy và bút, chỉ dựa vào quan sát giải hệ phương trình sau 


3x +y + 2z = 30 (l) 
2x + 3y + 'z = 30 (2) 
x+2y + 3z = 30 (3) 


Ta quan sát chiều dọc, chiều ngang các hệ số của x, y, z của 
ba phương trình, dễ thấy rõ tổng hệ số của các ẩn bằng nhau đều 
là 6. Do đó cộng ba phương trình lại theo vế, đơn giản đi sẽ được : 
x+y+z= lỗ. Lại từ tổng thể quan sát quy luật thay đổi của 
hệ số x, y, z của ba phương trình, phát hiện thấy các ẩn số x, y, 
z trong ba phương trình luân lưu đối xứng. Căn cứ vào đó ta được 
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x=y =z nên x = ð, y = ð, z = 5ð. Thực tế thì, nếu đầu tiên ta 
quan sát được ba phương trình x, y, z luân lưu đối xứng thì đối 
với phương trình bất kÌ nào, dùng x thay y và z ta sẽ được ngay 
3dx +x + 2x = 30 tức x = ð. Tương tự, y = 5ð, z = ð. Rõ ràng 
không cần dùng giấy bút, chỉ dựa vào quan sát, nắm chắc đặc 
điểm là có thể giải ra ngay. 


3) Thành thạo đi sâu quan sát. Quan sát không phải là bị động 
cảm nhận sự vật, cũng không phải là chú ý một cách tiêu cực mà 
là một quá trình tư duy tích cực. Bình thường người ta thích dùng 
từ "mát thông minh" để chỉ người "biết nhìn", thạo quan sát. Điều 
đó chính là muốn nói người ấy tư duy tích cực trong quan sát, 
làm cho quan sát đi vào tầng sâu. Quan sát có sâu không, có thể 
phát hiện những đặc trưng ẩn giấu đằng sau các hiện tượng không 
là tiêu chí đo lường sức quan sát mạnh hay yếu. 

Ví dụ : Giải đa thức sau : biết x9 + xŠ + x' +x3 +x2+x+1 =0 
Tìm giá trị của xI987 + x1986 + x1985 + x1984 + x1983 + x1982, 

Nếu ta dừng lại ở sự quan sát chung có lẽ chỉ biết được trong 
vế trái của dữ kiện và biểu thức cần tìm đều có 6 số hạng mà số 
mũ giảm dần theo bậc thang, còn vế phải dữ kiện bằng không. 
Theo quan sát so sánh còn biết thêm số mũ của 6 số hạng tương 
ứng với nhau trong dữ kiện và biểu thức cần tìm đều chênh nhau 
1981. Tất cả những phát hiện này đối với việc giải đề vân chưa 
có tác dụng quyết định. Cần đi sâu quan sát hơn nữa. Có thể phân 
tích biểu thức cần tìm thành tích. Để xuất hiện x, giống với số 
hạng thứ hai đếm thì phải sang trái của vế trái dữ kiện, ta đặt 
x!*! làm thừa số chung. Do đó có : - 


xI987 + x1986 + ,.. + x1982 = xI98l (x6 + xŠ + x4 + x2 + x2 + x). 
Tiếp tục quan sát vế trái dữ kiện ta phát hiện (tuy phát hiện tầm 
thường nhưng tác dụng không tầm thường). 


x°® +xŠ +xf +x2 +x?+x+= 0 


x6 + x2 +xt +x2 +x2 +x = -Ì 


160 


Nên được : x1987 + x1986 + ,., + x198l = _x1281, Vấn đề cuối cùng 
trở thành tìm giá trị của x!8!, Sau đó lại kết hợp quan sát x18! 
với điều kiện đã cho x6 + x +... +x + l1 = 0. Cứ từng bước quan 
sát sâu thêm con đường giải quyết vấn đề ngày càng rõ. Mời bạn 
đọc suy nghĩ làm sao để từ điều kiện đã biết tìm ra giá trị x1281, 


6) Tập thành thói quen quan sát. 
Muốn cho quan sát có hiệu quả, còn 
phải tập thành thối quen quan sát. 
Không nên quan sát không có đầu 
đuôi, mỗi nơi một tí, vì làm thế vừa 
lãng phí thời gian vừa khó thu được 
kết quả chính xác. VÍ dụ quan sát 
hình 17-4 xem cố bao nhiêu hình 
vuông ? Nếu bạn đếm một cách 
không có thứ tự, không những tốn 
thời gian mà còn đếm không đúng. 
Nếu trước khi đếm, tính toán xem 
cần đếm như thế nào thÌ sẽ vừa tiết 
kiệm thời gian vừa làm đúng quy luật. 


Hình 17-4 


Đương nhiên kế hoạch quan sát muôn màu muôn vẻ, ta đếm 
từ nhỏ đến lớn : Bước thứ nhất đếm các hình vuông nhỏ riêng lẻ 
có 16 cái ; bước thứ hai đếm mỗi hình có 4 hình vuông nhỏ ghép 
lại được 9 cái ; bước thứ ba đếm mỗi hình gồm 9 hình nhỏ ghép 
lại có 1 cái Cho nên tất cả có : 16 +9 +4 + 1 = 33 hình. Lúc 
đếm cụ thể, thực tế không cần đếm từng cái mà kết hợp tính đối 
xứng của hình để tính là được. 


Lúc quan sát có thể xuất hiện 
cảm giác sai, nhất là quan sát trên 
hình vẽ. Trừ trường hợp rất đặc 
biệt do nguyên nhân thị giác, tâm 
lÍ ra, còn chủ yếu là do sự non kém 
về tri thức gây ra. Như hỉnh 17-5, 
1 = 2 vốn không phải là góc đồng 
vị mà nhìn sai thành góc đồng vị. 
Biện pháp tốt nhất để đề phòng 
cảm giác sai là xem kỉ, nghĩ nhiều, 
tìm cho ra căn cứ °_ Hình 175 
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Tóm lại, cần nỗ lực học cho được dùng con mắt toán học để 
quan sát, nâng cáo năng lực quan sát toán học của mình. 


17 - NẮM VỮNG PHƯƠNG PHÁP NHÓ KHOA HỌC 


Trí nhớ là chỉ sự việc đã trải qua còn giữ được trong đầu và quá 
trình tâm lí tái hiện. Sự việc đã trả qua nơi ở đây là những sự việc 
người ta cảm biết được, đã suy nghỉ qua hoặc đã qua thể nghiệm. 


. Làm sao để có thể biết có nhớ được sự việc đã trải qua hay 
không ? Đầu tiên phải xem có thể "nhận ra" được không. Tức là 
khi sự việc cũ xuất hiện trước mát thì có thể nhanh chóng phân 
biệt và nhận ra không. Ví dụ có bài tập như sau : trị số tuyệt đối 
là gì ? Không trả lời được, quên rồi. Nhưng nếu cho đáp án 


a (a >0) 
la| = 40 (a = 0) “thì thường là nhớ lại được ý nghĩa của trị 
“a (a < 0) 


số tuyệt đổi. Đó tức là "nhận ra". Thứ hai, xem có thể "tái hiện" 
được không. Như trong ví dụ trên, nếu có thể trả lời chính xác 
được định nghĩa của nó, đó là "tái hiện". So sánh giữa tái hiện và 
nhận ra thì tái hiện phản ánh hiệu quả nhớ tốt hơn. Thứ ba, xem 
có thể "làm lại" được không, tức là khi cần có thể nhanh chóng 
đem những điều đã nhớ được ra vận dụng. Rõ ràng "làm lại" là 
mục đích cuối cùng của trÍ nhớ. 


Những sự việc đã kinh qua của mỗi người không phải tất cả 
đều có thể nhớ lại. Không nhớ lại, hoặc nhớ lại sai gọi là quên. 
Quên là hiện tượng thông thường. Những việc đã kinh qua, nếu 
không dùng biện pháp cưỡng bức thì sẽ xẩy ra hiện tượng ban 
đầu quên chậm, về sau quên càng nhanh. Học toán đòi hỏi nhớ 
nhiều định nghĩa, định lí, công thức và phương pháp giải bài 
tập. Do đó muốn đấu tranh với cái quên thì phải nâng cao khả 
năng nhớ. 
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Tiêu chí trí nhớ tốt hay kém cũng chính là phẩm chất của trí 
nhớ. Nó được xét theo các mặt sau : 


Đô rộng của trí nhớ tức là sự việc được cảm biết một lần, số 
lượng tái hiện chính xác được bao nhiêu. Ví dụ : thầy giáo đọc 1 
lần 3824714596, sau đơ để học sinh nhắc lại, có học sinh chỉ nói 
được 4-ð con số, có học sinh nhắc được cả 10 số, đa số nhắc được 
8-9 số. Học sinh lớp thiếu nhỉ khóa 1 trường Trung học số 8 Bắc 
kinh trong một lần biểu diễn mẫu dùng 3ð giây xem 1 lượt 117 
chỗ khó nhớ với đề sau : 

Một bình chứa được 49 lít nước, bình khác chứa 56 lít. Nếu 
đem nước ở bình hai đổ đẩy bình một thì số nước còn lại trong 
bình hai bằng một nước dung tích của nó ; nếu đem nước trong 
bình thứ nhất đổ đầy bình thứ hai thì số nước còn lại trong bình 


1 : : 
thứ nhất bằng 5 dung tích của nó. Tìm dung tích của mỗi bình ? 


Sau khi xem xong, lập tức đọc lại đề một lần không sai sót gỉ 
cả. Điều đó cho thấy độ rộng sức nhớ về toán của học sinh thật 
đáng ngạc nhiên ! Độ rộng trí nhớ mạnh có thể làm cho ta nhanh 
chóng tư duy, gia công những tin tức chứa trong đại não để sản 
sinh ra những thông tin mới. 

Tốc độ của trí nhớ là chỉ trong một đơn vị thời gian ghi nhớ 
được số lượng sự việc. 

Duy trì trí nhó là chỉ thời gian lưu giữ các sự việc trong đại 
não. 


Đô chính xóc của (ri nhớ là chỉ mức độ chính xác lúc tái hiện. 


Tỉnh sẵn sàng của trí nhó là chỉ mức độ nhảy cảm khi cần có 
thể rút ra và tái hiện được những chỉ tiết liên quan. 


18 
3? 
cứ đặc điểm của phép tính, lập tức nghĩ đến dùng định nghĩa của 
trị số tuyệt đổi để đơn giản : 


Vị l 19 23 : - 
1 dụ : Đơn giản | 12 37T 17 Z1 | = cố học sinh căn 
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28 
Phép tính ban đầu = 72T —12 5y —T mg = 1727~20= _2 = 


37 ` 3ï 41 4L 
: đt bề 19 23 ¿ 
Có học sinh đầu tiên tìm 12 37 — 17 4P lượng tính toán rất „ 


nhiều. 


Vậy, những học sinh dùng cách tính thứ hai có phải là không 
biết căn cứ vào định nghĩa trị số tuyệt đối để đổi 

12 S ~ 17 _ thành 17 T — 12 s ? Không phải. Song lúc 
giải bài tập, có lẽ đã không quen nghỉ đến cách dùng định nghĩa 
giá trị tuyệt đối để biến đổi. Như thế là tính sẵn sàng kém. VÍ 
dụ kiểu như thế rất nhiều. Ví dụ công thức sin2œ« + cos2œ = Ì 
hầu như ai đã học qua hàm số lượng giác đều nhớ, nhưng khi 
giải bài tập thì khả năng vận dụng khác nhau xa. Ví dụ : đơn 
giân biểu thức V1- 2sinxcosx có học sinh nhìn thấy 1 liền nhớ 
đến l = sin2x + cos2x, có học sinh không nghĩ được dùng công 
thức đó. 

Trí nhớ toán học vừa có liên hệ, mà có khác biệt với trí nhớ 
nơi chung. Trí nhớ toán học là chỉ trí nhớ các vấn đề toán trong 
quá trình học toán. Đại thể nó bao gồm năm mặt sau : 


1) Nhớ các chữ số, chữ cái và các loại kí hiệu phép toán, kí 
hiệu tính chất, kí hiệu hàm số. 


2) Nhớ các công thức do các chữ số, chữ cái hoặc lời văn diễn 
tả, biểu thị. 


3) Nhớ các hình hình học và đồ thị hàm số. 


4) Các phương pháp tư duy giải bài tập, nhớ các dạng điển hình 
của phương pháp toán học. - 


B) Trong quá trình giải toán, tái hiện các điều nhớ được đã nói 
ở trên. 


Phương pháp nhớ khoa học có thể nâng cao hiệu suất nhớ. Dưới 
đây giới thiệu mấy phương pháp nhớ thường dùng. 
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Chúng ta có "thể nhớ như sau : vì số hữu tỉ, sẽ hoặc số dương, 
hoặc số không, hoặc số âm. Cho nên ý nghĩa trị tuyệt đối của số 
hữu tỈ chia thành trị tuyệt đối của số đương, trị tuyệt đối của số 
không, trị tuyệt đối của số âm và nói rõ "trị tuyệt đối của số dương 
lÃ bản thân nơ, trị tuyệt đối của số không là không, trị tuyệt đối 
của số âm là số đối của nó". Phương pháp nhớ ý nghĩa tuyệt đối 
theo phương pháp căn cứ sự phân loại số hữu tỈ này chính là cách 
nhớ theo qui luật. 


Cách nhớ theo qui luật ứng dụng rất phổ biến. Ví dụ trong hàm 
số lượng giác đã học 909 + œ, 180° + œ, 2709 + œ và 3609, để 
tiện nhớ các công thức của 4 hàm số lượng giác (sin, cos, tg, ctg) 
đối với 7 loại góc trên kia, có người đã qui nạp tổng kết thành 
qui luật hàm số lượng giác của "góc bội của 90° thêm + c‹ thì vẫn 
cùng tên với hàm số lượng giác của 909 + c, tức là tên gọi không 
thay đổi, còn hàm số lượng giác của góc bội số lẻ 909 thêm #+-œ 
thì tên gọi biến đổi thành hàm số kia (cùng cặp với nó). Còn dấu 
âm hay dương được quyết định bởi hàm số lượng giác đó nên lấy 


dấu gì. Qui luật đó được tóm tắt thành câu : "lẻ thì biến, chẵn thì 


không, dấu phải xem nó ở góc thứ mấy". Như thế nó vừa phản 
ánh đúng đặc trưng bản chất của công thức hàm số CƯ Êng giác, 


lại thuận miệng d 


Cách nhớ theo|so sánh. Phương pháp dựa vào hai loại sự việc có 
tính tương tự n nhớ sự việc gọi là phương pháp nhớ 
so sánh. VÍ dụ : định lí phán đoán hai tam giác đồng dạng và 
định lí phán đoán hai tam giác bằng nhau có chỗ giống nhau 
nào đó. - 


Ham tam giác bằng nhau Hai tam giác tương tự 


Góc kẹp giữa hai cạnh đó bằng nhau. Góc kẹp giữa hai cạnh đó bằng nhau. 


Hai cạnh tương ứng bằng nhau. | Hai cạnh tướng ứng tỉ lê, 


Ba cạnh tương ứng bằng nhau < Ba cạnh tương ứng tÌ lệ. 
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Do đó nhớ định lí hai tam giác đồng dạng có thể so sánh với 
phương pháp nhớ định lí hai tam giác bằng nhau : (CGC) và 
(CGC), (CC) và (CCC). Chỉ có điều trong định lí tam giác đồng 
dạng quan hệ về cạnh không phải là bằng nhau mà là tỉ lệ với 
nhau. Ví dụ nữa một số định lí trong hình học phẳng và hình học 
không gian cũng có thể nhớ bằng phương pháp nhớ so sánh.- 


Hình học không gian Hình học phẳng 
~ Hai mp cùng song song với mp ._ Hai đường thẳng cùng song song với đường 
thứ ba thì song song với nhau. thẳng thứ ba thì song song với nhau. 
~ Hai mp cùng vuông gó với mp_ „. Hai đưởng thẳng cùng vuông góc với đường 
thứ ba thì song song với nhau. thẳng thứ ba thì song song với nhau. 


Suy nghỉ xem có thể so sánh cách nhớ phương trình đường tròn 


(x - a)2 + (y - b)2 = r2 với phương trình đường elip có tọa độ 
trung tâm ở (xu, 7232 với phương trỉnh đường parabol ? 


Phương pháp nhớ theo thứ tự vị trí của 
các bộ phận cát tài liệu toán học gọi là phương pháp nhớ theo thứ 


lo 
tự. Ví dụ, công thức đổi cơ số của log : logÌ = n Quan sát vế 


trái và phải của đẳng thức, N và a đều có thứ tự vị trí giống nhau. 
Cả hai vế đều N ở trên, a ở dưới. Theo thứ tự vị trí như thế thì 
sẽ không nhớ sai công thức log của tử và mẫu số trong công thức 
thay đổi cơ số log. Ví dụ khác : tính chất số tổ hợp 
Cm = Cn=m và Cm-l + Cm = Cm,¡. Đặc điểm thứ tự của 
công thức thứ nhất là : "chỉ số dưới không đổi, chỉ số trên của vế 
phải bằng chỉ số dưới trừ đi chỉ số trên của vế trái". Đặc điểm 
tạứ tự của công thức thứ hai là : "ở vế trái, chỉ số dưới của hai. 
số hạng giống nhau, chỉ số trên kém nhau l", tổ hợp bên phải là 
"chỉ số dưới thêm 1, chỉ số trên lấy số lớn". 

Cách nhớ theo thứ tự phải xác định rõ hướng của thứ tự. Ví 
dụ nhớ quan hệ tương ứng về sự thay đổi đồ thị hàm số và dạng. 
giải tích của hàm số. 
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= f(x ~ a) (a > 0) biểu thị đồ thị hàm số dịch sang phải a 
đơn vị, thứ tự nhớ là : trong dấu ngoặc x ~ a => đồ thị dời sang 
phải a đơn vị. 

Vậy làm sao để nhớ quan hệ đồ thị giữa y = f(x + a) (a > 0) 
và đồ thị y = f(x) ? Ta biến đổi đồ thị y = f(x + a) thành dạng 
f(x - m) tức y = f(x +a) = f{x - (-a)] do đó theo cách nhớ thứ 
tự, trong dấu ngoặc là x - (-a) nên đồ thị dời sang phải -a đơn 
vị tức dời sang trái a đơn vị. 

Tổng hợp lại ta được cách nhớ thống nhất như sau : Trong dấu 
ngoặc x - a là đời phải a đơn vị, x + a là dời trái a đơn vị. (a > 
0 thì thứ tự là một -đãi 


Cách nhớ thep hình vế.) Kết 
hợp với hình vẽ h Ythị để 


nhớ các vấn đề toán học gọi là 
nhớ theo hình vẽ. VÍ dụ giải bất 
đẳng thức bậc hai ax2 + bx + c 
> 0 (a > 0) có thể kết hợp đặc 
điểm của đồ thị hàm số bậc hai 
để nhớ sẽ rất dễ nhớ lâu. 
KhiA <0,x€R 
Khi A = 0 (x|,„x„} là 
nghiệm của ax2 + bx + c. Hình 18—J 
Khi A > 0 {(x | x < xị hoặc 
x > x¿ } (x¡ < x;) là nghiệm của ax2 + bx + c. 


Nếu bị quên chỉ cần vẽ ra đồ thị thì sẽ nhớ ra ngay. 


Làm thế nào nhờ đồ thị y = Hà để suy ra đồ thị y = lsinx| › 
từ đó mà nhớ chu kì của, 


Cách nhớ theo các (rong điểm Tức là tìm ra những điểm cần nhớ 
của sự việc đó để Vi dụ giải bài tập về tỉ lệ phối nồng độ, 
phương pháp thì có nhiều nhưng không nhất thiết phải nhớ tất 
cả mà tìm lấy phương pháp chính trong đớ để nhớ. Trọng lượng 


+ 
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dung chất trước khi hỗn hợp = trọng lượng dung chất sau hỗn 
hợp. 


Cách nhớ (eo hệ thống. Hệ thống là gì ? hệ thống là gồm nhiều 
bộ phận theo một kết cấu nhất định hợp thành một vật hoàn chỉnh. 
Chức năng của hệ thống lớn hơn tổng chức năng của các bộ phận. 
Nhớ theo hệ thống là nói đem các sự vật rời rạc hợp thành một 
hệ thống, từ góc độ hệ thống mà nhớ được từng bộ phận. 


Ví dụ. Khái niệm về khoảng cách giữa hai đường thẳng khác 
mặt phẳng là một khái niệm quan trọng trong hình học không 
gian. Ta xuất phát từ hệ thống logic của khái niệm để nhớ nó. 


Phương hướng - góc do hai đt khác mp tạo nên —> 
định nghĩa hai đt không gian vuông góc —> đt vuông 


Đo lượng hình học góc chung của hai đt khác mặt phẳng. 
về vị trí hai đưởng thẳng | 


khác mặt phẳng Dời - Khoảng cách giữa hai đt khác mặt phẳng 
† 
Khoảng cách giữa hai điểm. 

Ví dụ khác, nhớ cách tìm khoảng cách giữa hai đường thẳng 
khác mặt phẳng, sau khi đã học rải rác các phương pháp, bây giờ 
tổ hợp lại thành một hệ thống phương pháp rồi nhớ nó sẽ rất có 
lợi cho việc nắm vững các điều kiện áp dụng của phương pháp 
đơn lẻ, sẽ nâng cao tính sẵn sàng của trí nhớ. 

1) Cách trực tiếp, tức trực tiếp vẽ ra đường vuông góc chung của 
hai đường thẳng khác mặt phẳng và tìm được độ dài khoảng cách. 

2) Chuyển đổi thành tìm khoảng cách giữa đt và mp song song 
nhau. 


3) Chuyển đổi thành tìm khoảng cách giữa hai mặt phẳng song 
song. 


4) Dùng công thức tìm khoảng cách giữa hai đt khác mp. 
5) Phương pháp tìm giá trị cực tiểu của hàm số bậc hai. - 


Trên đây đã lần lượt giới thiệu các phương pháp nhớ, thực tế 
là để tăng cường trí nhớ, có thể sử dụng đồng thờ: nhiều phương 
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pháp. Như giá trị số tuyệt đối, đồng thời với nhớ theo qui luật, 
còn có thể nhớ theo hỉnh vẽ : trên trục số, giá trị tuyệt đối của 
một số biểu thị khoáng cách giữa số đó với điểm gốc. Vì quan hệ 
vị trí của nó với điểm gốc có ba trường hợp khác nhau : ở bên 
phải điểm gốc, trùng điểm gốc và bên trái điểm gốc, do đó phải 
chia làm ba trường hợp để nói rõ ý nghĩa của trị tuyệt đốiˆ Tự 
mình vẽ hình, ấn tượng sẽ rất sâu. : : 


18 - BỎI DƯÕNG NĂNG LỰC KHÁI QUÁT TOÁN HỌC 


Đầu tiên ta phải làm rõ khái quát là gì ? Dưới đây có hai ví dụ. 


Ví dụ 1. Trong một hộp đựng mẫu đá khoáng sản có mười mẫu 
đá hình dạng và màu sắc khác nhau đánh số từ Ai, À¿, Áa,... Áo, 
qua hóa nghiệm phân tích, mẫu đá A; có sắt, mẫu A; có sắt... mẫu 
Aio có sát. Do đó rất tự nhiên đi đến kết luận : các mẫu đá trong 
hộp đều có sắt. 


VÍ dụ 2. Tính (+ 30) + (_- 20) và (- 20) + (+ 30) ta đều được 
kết quả bằng 10, do đó có đảng thức (+ 30) + (- 20) = (- 20) + 
(+ 30). 


Thử thay hai phép tính khác. (-ä)*(-š) và (~z)*(~§)› 
kết quả của tổng đều được — nên (~š)*(~š5)“(~s)*(-3): 


Từ đơ ta thấy khi cộng hai số, nếu đổi vị trí của các số hạng, 
tổng vẫn không thay đổi. 
Quá trình tư duy của hai ví dụ trên đều có một điểm chung, 


đó là từ trong những sư vât khác nhau. tìm ra những tính chất 
chung của chúng và qui kết lại, phương pháp tư duy này gọi là 


khái quát. 
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Trong cuộc sống và học tập, khắp nơi đều cần dùng đến phương 
pháp tư duy khái quát này. Đúng như đại văn hào Nga ~ 
Leptônstôi đã nơi : "chỉ khi trí tuệ của con người tự khái quát 
hoặc đã kiểm tra sự khái quát, thÌ con người mới có thể hiểu được 
nó". Không có khái quát thì không có khoa học ; không biết khái 
quát là không biết cách học. Khả năng khái quát là khả năng học 
tập vô cùng quan trọng. Khả năng khái quát toán học là một khả 
năng khái quát đặc biệt. Nó chủ yếu là để chỉ khả năng khái quát 
các tài liệu về toán học, các quan hệ số lượng, quan hệ hình vẽ 
không gian và khả năng tính toán, khả năng khái quát các loại 
vấn đề và phương pháp giải bài tập. 

Có hai phương thức để diễn đạt khái quát toán học, phương 
thức thứ nhất là dùng ngôn ngữ thường ngày để diễn đạt, một 
phương thức khác là dùng ngôn ngữ kì diệu toán học để diễn đạt. 


Khái quát toán học đại thể bao gồm các mặt sau : 


1. Khái quát các quan hệ toán học 
Các quan hệ toán học thường gặp có mấy loại : 


Quan hệ thú tự, như quan hệ thứ tự giữa hai số thực a > b, 
a =b,a <b. Thứ tự vị trí của ba điểm trên đường thẳng : A, B, 
C;A,C,B;B,C,A;B,A,C;C,A,B;C,B,A. 


Quan hệ cố định, như qui tắc các phép tính, công thức, qui tắc 
và định lí biểu thị các đại lượng bằng nhau, định lí Pitago... 


Quan hệ thay đổi, biểu thị quan hệ các đại lượng không bằng 
nhau, như tổng hai cạnh bất kì của tam giác luôn lớn hơn cạnh 
thứ ba ; hiệu hai cạnh bất kì nhỏ hơn cạnh thứ ba ; 
a+b 

3 

Quan hệ tương úng, ví dụ quan hệ tương ứng của các cạnh, 
góc, đường trung tuyến, đường cao, đường phân giác giữa hai tam 
giác bằng nhau hoặc hai tam giác đồng dạng. 


> Vab, trong đó a, b > 0, v.v... 


Quan hệ uị trí của hình uẽ, như song song, cắt nhau, vuông 
góc, kề bên, cùng cắt, v.v... 
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Quan hệ đối xứng, như trục đối xứng, tâm đối xứng trong hình 
học, các chữ số luân phiên đối xứng trong đại số. 


Còn có quan hệ hàm số ; quan hệ suy ra ; quan hệ bằng giá 
trị ; quan hệ ngược... 

Đối với nhiều khái niệm và định lí, qui tắc, nếu chú ý phân 
tích, so sánh và liên hệ thì chúng ta có thể khái quát được nhiều 
kiến thức mới. VÍ dụ sau khi đưa ra số dương, số âm, phép trừ số 
hữu tỉ có thể thống nhất thành phép cộng ; có khái niệm số nghịch 
đảo, đặc biệt là đưa vào số mũ âm, phép chia cũng thống nhất 
thành phép nhân ; sau khi mở rộng khái niệm số mũ, phép nhân 
và phép khai căn có thể đưa về phép tính lũy thừa ; bằng nhau 
và đồng dạng có thể thống nhất vào một khái niệm chung... 


Ví dụ trong phần nội dung hình tròn ta đã học ba định lí quan 
trọng : định lí hai dây cung cắt nhau, định lý đường tiếp tuyến 
và định lý đường cát tuyến. Các kết luận của định lý đều là tích 
của các đoạn thẳng bằng nhau. 

Vì dây cung hoặc cát tuyến đi qua điểm P là tùy ý, li đó mỗi 


đẳng tích đều ẩn chứa một tính 
chất : Dù P ở trong hay ngoài 


đường tròn, cắt tuyến bất kì đi E 

qua nó cát đường tròn ở hai A 

điểm A, B chỉ cần vị trí điểm ` 

P và đường tròn được xác định 

thì tích PA. PB là hằng số 

(hình 19 - 1). B 


Giả thiết hàng số đó là k, 
bán kính đường tròn là r, khi P 
ở trong đường tròn, vẽ dây cung 
BE 1L OP, ta có: k = PA.PB = 
= PE.PF = PE2 = r2 - OP2, c 
Khi điểm P ở trên đường tròn, 


rõ ràng k = 0 
: mm. Điểm P trong vòng tròn O 
Như vậy ba định lí hai dây PA.PB = PC PD 


cung giao nhau, đường tiếp Hình 19—1 
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tuyến và đường cát tuyến có thể thống nhất thành một định lí : 
Biết đường tròn, bán kính r, qua điểm P vẽ cát tuyến bất kỉ cất. 
- đường tròn ở A,B thì luôn có 


PA.PB = |OP2 - r2| (hình 19-2). 


a) Điểm P ngoài đường tròn b) PT” = PA.PB. 
PA. PB = PC. PD 
Hình 19 ~ 2 


2. Khái quát đặc điểm của các vấn đề toán học 


Có một số học sinh khi giải bài tập có thới quen chỉ biết dùng 
công thức một cách máy móc. Họ chỉ gặp thuận lợi đối với những 
bài thầy giáo đã giảng qua hoặc những bài tương tự, còn đối với 
những bài phải biến đổi khác đi thì không biết làm. Vì sao vậy ? 
Nguyên nhân có thể rất nhiều, nhưng trong đó có một nguyên 
nhân chính là chưa hoặc không biết tự khái quát các đặc điểm cơ 
bản của toán học. Do đó chỉ biết giải loại đề quen thuộc, không 
biết biến hóa liên thông. 

Cho nên muốn nâng cao bán lính giải bài tập, phải biết cách 
khái quát các đặc điểm toán học. Tức từ các vấn đề cụ thể phải 
biết gạt bỏ những chỉ tiết không quan trọng để rút ra một hệ 
thống vấn đề cốt lõi nhất, tỉnh giản nhất : đã biết cái gì ? cần tìm 
cái gì ? Dưới đây cử hai ví dụ. 

Ví dụ 1. A nới với B: " Sau khi bạn cho tôi 8 quá mận, số 
mận của tôi gấp đôi số mận của bạn". Còn B nói với A "Sau khi 
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bạn cho tôi 8 quả mận, thì số mận của bạn và tôi bằng nhau". 
Tìm mỗi người có bao nhiêu mận ? 

Bỏ hết những chi tiết không quan trọng, đề bài này có thể khái 
quát như sau : "Có hai số A, B, lấy một phần từ B đưa cho A thì 
được số A mới gấp đôi B mới ; lấy một phần từ A đưa cho B được 
A mới bằng B mới. Tìm hai số A, B ban đầu" ? 


VÍ dụ 2. Sữa trong thùng A gấp đôi sữa trong thùng B. Sau 
khi mỗi thùng đổ ra 20 lít, thỉ sữa còn trong thùng A, gấp ba sữa 
còn trong thùng B. Tìm ban đầu mỗi thùng có bao nhiêu lít ? 

Đề này có thể khái quát như sau : biết số A bằng hai lần số 
B. Sau khi giảm A và B đi 20 thì A = 3B. Tìm A, B ban đầu ? 

Trên đây đã khái quát hai để. Nếu phân tích sâu thêm ta sẽ 
thấy hai đề có tính chất tương tự. Do đó có thể khái quát là : biết 
hai số A, B. Tăng hoặc giảm chúng sẽ được một quan hệ số lượng 
tương ứng. Tìm hai số ban đầu ? 

So với lần khái quát thứ nhất, thì đây thực chất là một lần „ 
khái quát nữa đối với mình. Khái quát một cách khoa học đặc 
điểm của vấn đề làm cho ta đưa nhiều vấn đề bề ngoài có vẻ khác 
nhau, nhưng thực chất là giống nhau, tức là thống nhất được các 
vấn đề, khác hình mà đồng chất. Nó có lợi giúp ta giảm nhẹ gánh 
nặng về trí nhớ, nâng cao hiệu suất tư duy,.từ đó hiểu vấn đề dễ 
dàng, nâng cao năng lực phân tích và giải quyết vấn đề. 

Dưới đây cử ví dụ về toán cấp ba. 

VÍ dụ 3. Giả thiết a, b là hai số thực, A = { (x.y) | x=n, 
y = na +b, n là số nguyên } ; B = { (x.y) | x =m, y = đm + lỗ, 
m là số nguyên } ; C = { (x.y) x? + y2 < 144 } là tập hợp điểm 
trong mặt phẳng. 

Biện luận xem có tồn tại a và b để được :1) AfABz¿;2) 
(a.b) € C đồng thời thành lập ? (Đề thi cấp ba toàn quốc 1985). 

Điều kiện đầu bài khá nhiều, đây là vấn đề khá phức tạp. Để 
tìm hướng tư duy giải, cần phải làm rõ vấn đề toán học đề này 
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là gì ? Kết hợp ba tập hợp điểm cho trong đề bài, tự nhiên khiến 
ta nghỉ đến ý nghĩa hình học của chúng như sau. 


Tập hợp A là tập điểm khi x lấy số nguyên n trên đường thẳng 
y = ax +b. 


Tập hợp B là tập điểm khi x lấy số nguyên m trên đường 
parabon y = 3x2 + lỗ. 


AnBzø, tức tồn tại a, b và số nguyên p khiến cho ap + b = 
= 3p2 + 15 thành lập. Ý nghĩa hình học của nó là điểm P(a, b) 
nằm trên đường thẳng px + y - (3p? + 15) = 

Còn tập hợp C là hình tròn : x2 + y2 < 144. 


Ý nghĩa hình học của (a, b) € C là : điểm P(a, b) nằm trong 
hoặc trên đường tròn x2 + y2 = 144. 

Do đó có thể thấy, thực chất vấn đề toán học của đề này như 
sau : tồn tại hay không số thực a, b để điểm P(a, b) vừa nằm trên 
đường thẳng l, px + y - (3p2 + 1ð) = 0 vừa nằm trong hoặc trên 
đường tròn x2 + y2 = 144. 

Khái quát được đặc điểm hình học của đề này thì cách giải tự 
nhiên nó đến : muốn cho 1) và 2) đồng thời thành lập thì khi và 
chỉ khi khoảng cách d từ tâm O của đường tròn (0, 0) đến' đường 
thẳng Ì thỏa mãn d = < 15. Sau khi chính lí được (p2 - 3)2<0. Vì 
(p2 - 3)2 > 0, nên p2 - 3 = 0,p = + V3, điều đó mâu thuẫn với 
p là số nguyên, cho nên không tồn tại số thực a, b, để cho 1) và 
2) đồng thời thành lập. 

Dùng phương pháp hình học để giải quyết vấn đề đại số, đó là 
phương pháp thường được sử dụng. 


3. Khái quát hướng suy nghĩ và phương pháp giải 
bài tập. 

Sự khái quát đặc điểm đề mục là vô cùng quan trọng, song 
quan trọng hơn là sự khái quát hướng suy nghĩa và phương pháp 
giải, Sự thực là khi giải bài tập, thì không chỉ là giải một vấn đề 
cụ thể mà là giải đề bài trong một loại vấn đề nào đó. Do đó 
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hướng suy nghí và phương pháp giải bài tập cũng nhất định có 
một ý nghĩa chung nào đó. Nếu ta chú ý từ đó mà khái quát được 
hướng suy nghỉ và cách giải của vấn đề nào đó là gì thì ta sẽ có 
thể dùng nó để chỉ đạo giải vấn đề cùng loại và sẽ mở rộng ra. 
Nhà toán học Đề-các nói rất đúng rằng : "Mỗi vấn đề mà tôi giải 
quyết đâu sẽ trở thành ví du mẫu mực dùng để giải quyết vấn đề 
khác". Do đó, sau khi giải một đề bài nên chú ý khát quát hướng _ 
suy nghí và cách giải. 


Ví dụ : Có một đội học sinh đi dã ngoại huấn luyện, mỗi giờ 
họ đi 5 km. Sau khi đi được 18 phút, nhà trường có lệnh khẩn 
cấp, người đi truyền lệnh xuất phát từ trường, đi xe đạp với tốc 
độ 14 km/h đuổi theo. Hỏi người truyền lệnh phải dùng bao nhiêu 
thời gian để đuổi kịp ? 

Đây là đề bài đuổi kịp nhau. Biết tốc độ A, B và khoảng cách 
giữa chúng tÌm thời gian cần để đuổi kịp (khái quát đặc điểm của 
vấn đề). 

Phân tích 1. Trong vấn đề này, khi người truyền lệnh đuổi 
kịp đội học sinh thì quãng đường đi được của hai bên bằng nhau. 


Š người truyền lệnh “ tốc độ đi xe đạp x thời gian đi xe. 
đội học sinh = tốc độ học sinh x thời gian học sinh đi. 

Giả thiết sau thời gian x thì đuổi kịp. Theo đề bài ta có : 

18 : 
14x = 5 (8õ +x ) 

Ta khái quát hướng suy nghỉ và phương pháp giải bài toán : 
Giải vấn đề đuổi kịp, có thể căn cứ quãng đường A, B đi được 
bằng nhau để lập phương trình. Tốc độ đã biết, có thể thời gian 
đi của người có tốc độ nhanh là x. 

Phân tích 2. Khi người đưa lệnh đuổi kịp đội học sinh, thực chất 
là anh ta phải đuổi theo quãng đường học sinh đã đi 18 phút. Tức : 

Quãng đường người đưa lệnh phải đuổi theo = Quãng đường 
học sinh đi sớm hơn. Toàn bộ quãng đường người đưa lệnh đi được - 
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Quãng đường đội học sinh đi được kể từ lúc người truyền lệnh 
xuất phát = Quãng đường người đưa lệnh phải đuổi theo. 

Giả thiết người truyền lệnh dùng x giờ có thể đuổi kịp đội học 
sinh, theo đầu bài ta có : : 


= _ 
5ð x Sn l4x — ðx 

Khái quát hướng suy nghĩ và cách giải : Giải vấn đề đuổi kịp 
có thể căn cứ quãng đường đuổi theo để lập phương trỉnh. 

Quãng đường đuổi theo = Quãng đường đi trước của bên đi 
chậm. 

Quãng đường đuổi theo = Toàn bộ quãng đường bến đi nhanh 
- Quãng đường bên đi chậm đi được kể từ lúc bên đi nhanh xuất 
phát. 

Tốc độ đã biết, giả thiết bên đi nhanh đi mất x giờ. 

Phân tích 3. Trong bài này, người truyền lệnh xuất phát sau 
đội học sinh 18 phút, tức thời gian người đuổi theo dùng ít hơn 
học sinh 18 phút. 


SNgười truyền lệnn đi được 


Thời gian người truyền bệnh đuổi theo = Tốc độ người truyền lệnh : 


`. : 

SiÊ: r2zê A% _ sp gưởi truyền lệnh đi 

Thời gian đội học sinh đi = Tốc độ người học sinh ñyưới Học ,đinhi” 

Quãng đường người truyền lệnh đi được 5Š km. Theo đầu bài có : 
5 R) 18 


: S 
Tìm được 8, thay vào 5 sẽ được thời gian người truyền lệnh 
cần dùng để đuổi theo. 
Khái quát hướng suy nghỉ và phương pháp giải : giải vấn đề 
đưổi kịp, nếu đi nhanh và đi chậm không đồng thời xuất phát, có 
thể căn cứ thời gian đuổi theo để lập phương trình. 
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Tốc độ đã biết, có thể giả thiết quãng đường bên nhanh đi được 
5 km (gián tiếp giả thiết ẩn số). 


Sau khi đã đưa ra ba cách suy nghĩ và phương pháp giải, ta 
tiếp tục khái quát bước nữa. Giải vấn đề đuổi kịp phải căn cứ vào 
quan hệ các đại lượng bằng nhau, quãng đường = tốc độ x thời 
gian, nếu đã biết tốc độ (cả nhanh và chậm) thì có thể căn cứ vào 
một trong hai đại lượng quãng đường hoặc thời gian bằng nhau 
để lập phương trình. 

Sau khi hiểu được ý nghĩa 
của khái quát hướng suy nghĩ 
và phương pháp giải, ta xét đề M 
dưới đây. 

VÍ dụ : Hình 19-3, biết trong 
A ABC, = 90, 8= 15, 8 D € 
BD = 8em, MD + và chia đôi 
AB. Tìm AC ? Hình 19 - 3 


Để tìm AC, phải tìm tam giác có chứa AC. Vì AABC, 
B = 159, và chỉ biết chiều dài của BD là một phần của BC nên 
rất khó lợi dụng điều kiện này. Do đó ta phải tìm cách cấu tạo 
một hình tam giác mới có một cạnh là AC. Do đó ta nghỉ đến nối 
AD làm xuất hiện R, AADC. Ở đây ta phải từ trong AD, DC, ADC 
hoặc DAC tìm ra hai cái, sau đó mới tìm AC. VÌ chiều dài BD đã 

^ -—— ^ ~——— 

biết, B, mà ADC = B+ BAD. Kết hợp hình với các điều kiện, ta 
cảm giác được AD và DB bàng nhau. Nếu AD = BD thi B= BAD, 
cho nên muốn tìm AC thì mấu chốt là chứng minh ra AD = BD. 


Làm sao để chứng mỉnh AD = BD ? Ta sẽ nghỉ ngay đến tam 
giác cân. Tức chứng mỉnh AMDB = A MDA. Bạn sẽ nghỉ đến dữ 
kiện "MD 1 và chia đôi AB" và nghĩ đến tính chất của đường 


thẳng L và chia đôi cạnh đáy, do đó = BD = 8cm. Do đó 
—— ^ _—— 
BAD = B= 15°, ADC = 309, AC = 5 AD = 4em. 


So sánh tính ưu việt của hai cách chứng mỉnh AD = BD, dễ 
thấy rằng cách thứ hai đơn giản và nhanh hơn nhiều. Do đó sau 
khi giải xong phải đặc biệt chú ý khái quát hướng suy nghĩ và 
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cách giải : Tìm chiều dài cạnh, cấu tạo tam giác. Trong dữ kiện 
có đoạn thẳng vuông góc và chia đôi cạnh kia, phải lợi dụng tính 
chất của đoạn thẳng đó : khoảng cách nối từ bất cứ điểm nào trên 
đoạn thẳng vuông góc và chia đôi cạnh kia đến hai mút cạnh kia 
đều bằng nhau. Do đó được hai cạnh hoặc hai góc bằng nhau. 
Đương nhiên, với đề này học sinh không cần vẽ thêm AD cũng 
có thể giải được AC = AB sinl159 = 2BMsinl59 = 2BD cos l59x 
ýễ + VZ „ Vẽ - V2 
ng" 


Nếu biết công thức sỉin 2œ = 2sinœ cos œ thì càng đơn giản hơn. 


xsin l5° = 2 x 8 = 4, 


1 
ÁC =... = 2 BD cosl5°sin1l5° = BD sin 309 = 8 x im 4. 


Do đó lại có thể khái quát hướng suy nghỉ giải đề này : Biết 
cạnh, góc của tam giác, tÌm cạnh khác, có thể biến thành phương 
pháp tam giác lượng để giải, tức là dùng lượng giác để giải vấn 
đề hình học. 

Tiến lên bước nữa, ta có thể khái quát hướng suy nghĩ chung 
để giải đề này : biết cạnh, góc, đoạn thẳng L và chia đôi cạnh 
kia, muốn tìm cạnh vừa có thể dùng cách giải hình học, cũng có 
thể dùng cách giải tam giác lượng. Phải chú ý lợi dụng đầy đủ 
tính chất đoạn thẳng L và chia đôi cạnh kia để đơn giản hóa quá 
trình giải. 


Dưới đây lấy một ví dụ có liên quan với đồ thị hàm số. 
Giả thiết a 6R, A = (x| 1<x<4}),B=(xz| x2 — 
-2ax +a +2 <0} vàB z ø, nếu BC€ A, tìm phạm vi lấy giá trị 

của a. 

Phân tích điều kiện đầu bài ta thấy đề này thực tế là tìm phạm 
vi số thực a để sao cho hệ số a của bất đẳng thức bậc hai x2 - 
2ax +a +2 < 0 trong [ Ì, 4] có nghiệm, tức là tìm phạm vi của 
a để sao cho đường paraboÌl y = x2? - 2ax + a + 2 giao nhau với 
trục x trong khoáng đóng [1, 4]. 
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Đồ thị parabol của y = x2 - 2ax +a + 2 vẽ như trên hình 19 -4. 
Từ đầu bài ta có : - l<a< 4 
A = 4a2 ~ 4(a + 2) > 0 
f{() =3-a>0 

f4) = 18 — 7a > 0 


-l<Äa<4 


a < —l hoặc a > 2 
< 


a 3 
"`. ì 
SN 
ng. 
7 _ Hình 19 ~4 


Tổng kết cách giải, ta có thể khái quát được phương pháp chung 
để giải đối với loại vấn đế này như sau : Đối với vấn đề chứa tham 
số, áp dụng phương pháp kết hợp số và hình vẽ, từ góc độ hình 
học để xét tổng thể các điều kiện thì sẽ đơn giản. 


Tổng kết sự khái quát trên đây tập trung về một điểm thì đó 
là : trong sự khái quát hướng suy nghỉ và phương pháp, phải làm 
rõ hướng suy nghĩ để đạt được thành công là gì ? Với vấn đề nào 
và với điều kiện gì thì cần áp dụng phương pháp toán học nào ? 

Trên đây ta đã lần lượt giới thiệu khái quát đối với đặc điểm 
vấn đề và khái quát hướng suy nghỉ và phương pháp giải bài tập, 
thực chất thì hai vấn đề này có liên quan với nhau. Do đó, trong 
học toán phải nám được hai loại khái quát này. 


4. Dùng hình thức khái quát hóa để giải bài tập 

Những bạn học toán tốt, khi giải bài tập có thới quen rất tốt 
là : trước hết phân tích các phần của bài, trên cơ sở đó khái quát 
nhanh chóng đặc điểm của vấn đề, làm rõ đê bài đó giống với đề 
bài nào đã làm. Như thế dễ mở ra hướng suy nghĩ, tìm được cách 
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giải. Đồng thời khi giải, họ biết tạm thời gác lại những chỉ tiết cụ 
thể mà từ góc độ chung để suy nghĩ, suy luận. 


VÍ dụ 1. Một nhà máy gia cụ kế hoạch mỗi ngày sản xuất 48 
cái bàn. Thực tế mỗi ngày sản xuất vượt kế hoạch2 cái, do đó ba 
ngày cuối cùng chỉ cần sản xuất 100 bàn là đủ. Tìm xem nhà máy 
kế hoạch định sản xuất bao nhiêu bàn ?z 


Có một bạn học sinh suy nghị như sau : "Đây là vấn đề tìm 
tổng số công việc tức là vấn đề gồm ba đại lượng liên quan với 
nhau : hiệu suất (số bàn sản xuất mỗi ngày), tổng công việc (tổng 
số bàn) và thời gian (số ngày). 

Tổng công việc = hiệu suất công việc x thời gian. 
mà hai đại lượng trong số đó có thể biểu thị cho đại lượng thứ ba. 

Ta căn cứ vào thời gian để lập phương trình : 

Đố ngày thực tế sản xuất cần = số ngày kế hoạch dự định - 3. 

Giả thiết nhà mày sản xuất x bàn, do đó có phương trình 


x — 100 X 


Ạ18+2 “48 


Ta thấy được trong toàn bộ quá trình suy nghĩ, ngay từ đầu 
đã không đi ngay vào chỉ tiết cụ thể, ví dụ như dừng lại ở số "2" 
trong "nhiều hơn 2 bàn" mà là bát đầu đã khái quát ngay đây là 
vấn đề tìm tổng số công việc, sau đó mới căn cứ vào tổng số công 
việc, hiệu suất công việc và thời gian, quan hệ bằng nhau của các 
đại lượng, kết hợp các điều kiện đã biết và các số liệu liên quan 
(các tài liệu chỉ tiết của vấn đề) để lập phương trình. Thử nghĩ 
xem, nếu căn cứ vào quan hệ bằng nhau giữa các đại lượng công 
tác, giả thiết kế hoạch sản xuất cần t ngày thì bạn có thể lập được 
phương trỉnh không ? 


Trên cơ sở khái quát đặc điểm đề bài, xuất phát từ góc độ 
chung để suy nghĩ cách giải, đó chính là dùng hình thức khái quát 
hớa để giải. Dùng hình thức khái quát hóa để giải, quan hệ logic 
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rất rõ ràng, không những quá trỉnh giải đơn giản mà còn giúp ta 
hiểu được bản chất của đề bài. 

Dùng hình thức khái quát hóa để giải còn biểu hiện ở chỗ khi 
vận dụng các quy tắc công thức để giải, đầu tiên diễn toán ra 
công thức chung, sau đó mới thay các số trị cụ thể vào chứ không 
phải vừa vào đã thay số để tính toán. 


Ví dụ 9. Biết diện tích A ABC là 10cm2, a = 4em, tìm chiều 
cao trên cạnh a ? ' 


1 
Trước hết ta viết ra công thức tính diện tích tam giác : Š = 5 ah. 


2S 
Biến đổi thành h = na cuối cùng thay số vào : 
2x10 
h= PIN 5cm. 


Đối với các đề đơn giản, những học sinh khá có lẽ sẽ nhìn thấy 
lời giải ngay, hầu như không cần dùng công thức chung để giải, 
nhưng đối với đề tính toán phức tạp, dùng hình thức khái quát 
hóa để giải là vô cùng quan trọng. Đó là vì đề bài phức tạp, số 
bước giải nhiều, nếu không dùng hình thức khái quát hóa để giải, 
mà bước nào cũng thay số vào để tính thì về sau sẽ rất khó nhìn 
ra mối liên hệ nội tại giữa các đại lượng. Hơn nữa vì mỗi bước 
đều thay số vào tính, tất nhiên sẽ tăng số lần tính toán, dễ sản 
sinh ra sai số lớn, hoặc trong tính toán cơ sai sót cũng khó mà 
kiểm tra được. Dùng hình thức khái quát hóa để giải không phải 
là để cho một đề mà là cho một loại vấn đề. Do đó dùng hình 
thức này để giải có thể sẽ khái quát được hướng suy nghĩ và cách 
giải được dễ dàng hơn. 

Bốn mặt của năng lực khái quát trên đây không phải là tồn tại 
riêng rẽ mà là liên quan với nhau một cách rất hữu cơ, hoàn chỉnh. 
Trong quá trình học toán, việc hình thành, tiếp thu, hiểu khái 
niệm cũng như sự nắm vững và vận dụng chúng đều phải thường 
xuyên dùng đến phương pháp tư duy khái quát này. 
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Trình độ khái quát có mức độ khác nhau, giống như bậc thang, 
khái quát được càng sâu, phạm vi khái quát càng rộng, khái quát 
được càng nhanh thì trình độ khái quát càng cao. 

Làm thế nào để nâng cao năng lực khái quát học toán ? Điều 
cốt yếu nhất là nắm vững phương pháp khái quát. Có ba loại 
phương pháp khái quát : loại thứ nhất là khái quát từ quy nạp: 
thực nghiệm ; loại thứ hai là khái quát từ phân tích trừu tượng ; 
loại thứ ba là khái quát trong thao tác. 

Khói quát từ quy nạp thục nghiệm có đặc điểm là từ những 
tính chất riêng của một số sự vật cụ thể nào đó mà suy ra kết 
luận 'chung cho cả loại sự vật đớ. Phép qui nạp thực nghiệm luôn 
luôn bất đầu từ quan sát, đại thể được chia làm bốn giai đoạn : 
1) Giai đoạn thực nghiệm, quan sát ; 2) Giai đoạn qui nạp, phán 
đoán ; 3) Giai đoạn kiểm chứng và chứng mỉnh sự phán đoán ; 
4) Giai đoạn ứng dụng kết luận. 

Đó là quá trình : từ đặc điểm riêng > đặc điểm chung > đặc 
điểm riêng, nó phản ánh những bước thiết yếu của phép khái quát: 
quy nạp. 


Ví dụ 3 : Trên hình 19-5, nếu trên AB lần lượt lấy 99 điểm 
Ôp SCbi Coo: 

Vậy tổng số đoạn thẳng bởi các điểm này làm mút (kể cả AB) 
là bao nhiêu ? 
AC B A CC B 


A Cì C¿ le B ^ Cì C2 Cạ B 
——'—_- —.=.-=--'Ï hs. 
c) _d) 
Hình 19-5 


Nếu ta trực tiếp đếm thì sẽ rất khó khăn, cho nên để giải quyết 
vấn đề này, tốt nhất là trước tiên hãy khái quát được mối quan 
hệ giữa số điểm và tổng số đoạn. 
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Thứ nhất : quan sát, thực nghiệm. 

ï) Khi lấy điểm C¡, trong hình 19 ~ õ a) có mấy đoạn ? 3 đoạn. 

ii) Khi lấy hai điểm C¡, C;, quan sát hình 19-5b có mấy đoạn ? 
6 đoạn. ii) Khi lấy ba điểm C;, C¿, Cạ quan sát hình 19-5c có 
mấy đoạn ? 10 đoạn. Thứ hai lập bảng tìm quy luật. 


Số điểm lấy trên AB Tổng số đoạn 


10=l+2+3+4 


Quan sát bảng : quan hệ tương ứng giữa số điểm và số đoạn thẳng 
ta đoán được, nếu trên AB lấy nị điểm thì tổng số đoạn sẽ là : 


[l+2+3>+..+(n+)] 


Thứ ba : chứng minh sự hợp lÍ của suy đoán ở trên. Khi n = 4, 
kể cả A, B tất cả có 6 điểm như hình 19 - 5d đã vẽ. 


Căn cứ thứ tự từng đoạn riêng sau đó lại kết hợp chúng với 
nhau thì khi trên AB lấy 4 điểm, có tất cả 15 đoạn, đúng với suy đoán : 
5= l+2+3+4+õ= lỗ. Qua đó thấy rõ sự phán đoán đúng. 


Tất nhiên, đáng lẽ ta còn phải chứng minh cho được tính chính 
xác của chúng, nhưng đó là nội dung của toán cấp ba, ở đây tạm 
bỏ qua. Như vậy ra đã khái quát được mối quan hệ giữa số điểm 
và tổng số đoạn §,„ trên AB. 


(n + l)(m + 2) 
2 
Thứ tư, ứng dụng sự phán đoán qui nạp ở trên. Thay 99 điểm 
của đề vào công thức (1l) được : 


ðn=l+2+3+.+(n+l)= (1) 


100 x 101 


= 5050 đoạn thẳng. 
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Nếu học sinh đã học tổ hợp sắp xếp thì không cần phán đoán 
qui nạp cũng có thể trực tiếp được Seo = C{ạ; = 5050 đoạn. 

Dưới đây cử một ví dụ trong số liệt. Trong số liệt { an} , công 
thức tìm số hạng tổng quát là vấn đề quan trọng. Hai điều kiện 


để tìm công thức số hạng tổng quát dưới đây đều cần cho sự khái 
quát của phương pháp qui nạp thực nghiệm. 


Trường hợp 1. Biết vài số hạng đầu của dãy số liệt, tìm số 
hạng tổng quát. 


`. 4 9o. 16 
Vì dụ 4 : Cho số liệt ——z , 38XẺ5'4xb5' 5x6" 


9o sánh 4 số hạng đầu của số liệt, từ các dấu cộng, trừ, quan hệ 
giữa tử số và số số hạng, giữa mẫu số và số số hạng, ta có thể 
khái quát công thức số hạng tổng quát của số liệt này là : 

2 


E n 
an = (-])n TRE. niàu 


Ví dụ 5. Biết số liệt : 1, 1+2+1,1+2+3+2+1,1+2 
+..-+n+..+2 + 1... 


Viết số hạng tổng quát của nớ. 
Vì aạị =1,a;=1+22+1=4=22a;=1+2+3+2+1=9=# 


nênta đoán an = 1 +2+..+n+..+2+ 1= n2. 


Sau đó ta dùng phép qui nạp toán học để chứng minh tính 
chính xác của nó. 


Trường hợp 2. Biết được dạng lùi của số liệt, tìm số hạng 
tổng quát. 


Ví dụ 6. Giả thiết số liệt {a,} thỏa mãn quan hệ sau : a; = 2P, 
2 


(P z 0). Tìm a„ ? 


n— 1 
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Theo đề bài ta có : 


P2 P2 3 
LJNG: NET NGUÀ. 700A) nà 1 

P2 P? 4 
xi s9: 700000). 186- 112 

p2 P2 5 
ĐH ÁP ng 4B/g d4” 


| n 1 

Do đớơ, ta đoán an = "`. P. Sau đó dùng phép qui nạp toán 
học để chứng minh. 

Khái quát từ phân tích trừu tượng. Đặc điểm phương pháp này 
là từ sự phân tích một sự vật cụ thể, riêng lẻ suy ra tính chất 
chung của loại sự vật đó. Khái quát từ trừu tượng cũng là phương 
pháp vô cùng quan trọng. Nó bát đầu từ phân tích, từ ngoài vào 
trong, từ thô đến tỉnh, chọn lấy cái cốt lõi. Ó phần "khái quát đặc 
điểm của oác vấn đề toán học" trên kia, đã khái quát đặc điểm 
của các ví dụ "chia mận" và "trọng lượng sữa", đó đều là ứng dụng 
của phép phân tích trừu tượng. 

Khái quát từ thao tác. Đặc điểm của nó là qua tự tay mình đo, 
vẽ, tính toán, so sánh... để phân tích vấn đề, phát hiện tính chất 
của một loại sự vật nào đó. 


VÍ dụ : giải đề sau : Có hai tam giác đều bằng nhau đặt trong 
cùng một mặt phẳng, giữa các cạnh với nhau có thể có bao nhiêu 
giao điểm ? 

Muốn giải quyết vấn đề này, chỉ dựa vào tưởng tượng rất khó 
khăn. Vẽ hình có thể sẽ đỡ hơn nhưng cũng khó thấy hết cho mọi - 
trường hợp. Lúc đó ta nên dùng phương pháp thao tác để khái 
quát. 

Cát hai tam giác đều bằng nhau, đặt vào cùng mặt phẳng (hỉnh 
19 - 6). : 
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AS 


Không có giao điểm Có 1 giao điểm 
a) Hình 19 ~ 6 b) 
Có 2 giao điểm Có 3 giao điểm 
€) q) 
Có 4 giao điểm Có 5 giao điểm 
e) là) 
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Có 6 giao điểm Có vô số giao điểm ˆ 
8) h) 
Hình 19 - 6 


Qua phân tích thao tác, khái quát được kết luận : Bất kì hai 
tam giác đều nào, giữa các cạnh của chúng có thể không có giao 
điểm, 1 giao điểm, 2 giao điểm, 3, 4, ð, 6 và vô cùng giao điểm 
tức có 8 trường hợp. 

Trong khái quát thao tác, để khái quát được hoàn chỉnh, phải 
đặc biệt chú ý đến các trường hợp bất thường và các trường hợp 
vô cùng đặc biệt. Ví dụ trong thao tác trên, trường hợp 5 giao 
điểm không dễ phát hiện ; hai trường hợp không có giao điểm và 
vô số giao điểm là vô cùng đặc biệt, rất nhiều học sinh không nghĩ 
đến. 

Ba phương pháp khái quát trên đây, trong thực tế vận dụng có 
lúc dùng riêng lẻ, có lúc dùng kết hợp. Khi nào dùng riêng, khi 
nào dùng kết hợp điều đó phải xuất phát từ đặc điểm của vấn đề : 
và trình độ khái quát của mình. Mong rằng qua thực tiễn, mọi 
người sẽ tổng kết được những kinh nghiệm hay. 


Bạn đọc tự tổng kết xem trong quá trình học tập, phần kiến 
thức nào đã dùng đến phương pháp khái quát thao tác. 
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19 - LÀM THẾ NÀO ĐỂ NÂNG CAO 
NĂNG LỰC TÍNH TOÁN 


Năng lực tính toán là chỉ bản lĩnh tính toán. Nó được biểu hiện 
ở ba mặt : tính chính xác, nhanh và ngắn gọn, tức là tính đúng, 
nhanh và phương pháp tốt. Học toán gắn liền với tính toán, do 
đó nâng cao năng lực tính toán là một trong những yêu cầu cơ 
bản học toán tốt. 


Tính toán ở phần toán trung học có tính số, tính biểu thức, 
giải (hệ) phương trình, giải (hệ) bất đẳng thức, tính toán hàm số, giới 
hạn, véctơ, hằng đẳng thức v.v.. Những phép tính này được triển khai 
từ đầu cấp hai đến hết cấp ba. Dưới đây kết hợp với những phép 
tính chủ yếu để bàn về làm thế nào nâng cao năng lực tính toán. 


1. Phải nắm chắc các khái niệm cơ bản và kiến thức 
CƠ SỞ 

Các khái niệm, định nghĩa, định lí, qui tắc, công thức v.v.. trong 
toán là chỗ dựa để giải bài tập. Do đó nâng cao năng lực tính 
toán, đầu tiên phải nắm chắc các khái niệm cơ bản và kiến thức 
cơ sở. Muốn thế phải coi trọng học các khái niệm. Muốn học được 
sâu, phải hiểu cho rõ những điều cốt lõi của khái niệm, hiểu được 
cách vận dụng chúng để giải bài tập và đề phòng những sai lầm 
thường gặp. Ví dụ khái niệm trị tuyệt đối phải thông qua các 
câu chữ trong định nghĩa để hiểu được cốt lõi của nó : trị tuyệt 
đối của số thực x phải dựa vào quan hệ của nó với số không để 
biện luận ; trị tuyệt đối của số thực x phải dựa vào quan hệ của 
nó với số không để biện luận ; trị tuyệt đối của số thực x là |x| 
> 0. Khi gặp phải vấn đề tzj tuyệt đối có, dấu, hướng suy nghĩ cơ 
bản là dựa vào ý nghĩa trị tuyệt đối để bỏ dấu, phương pháp cụ 
thể là phương pháp điểm không. Khi tìm trị tuyết đối phải đề 


188 


phòng vận dụng khái niệm một cách hình thức đưa đến sai lầm 
có tính lí thuyết. Ví dụ đơn giản | x - 3| thì không phải là chia 
ra ba trường hợp x > 3, x = 3 và x < 3 để biện luận mà phải 
căn cứ theo x > 0, x = 0 và x < 0 để giải. Đối với những vấn đề 
trị tuyệt đối chứa hai hoặc từ hai dấu trở lên, vẫn dùng phương 
pháp điểm không để giải quyết dấu của trị tuyệt đối. Nếu các điểm 
cơ bản trên đây đã nắm vững và vận dụng thành thạo thì đối với 
vấn đề tính trị tuyệt đối sẽ rất yên tâm. 
F TÌNGT 

Ví dụ. Nếu x < Tạ, tìm trị lớn nhất và nhỏ nhất của |x - 1Ì 

- |x + 3|. Đầu tiên phải đơn giản hớa |x - 1| - | x + 3|. Theo 
7 

điều kiện x < IEI có thể biết x - l < 0, còn x + 3 có phải nhất 
định là dương không ? Có học sinh sẽ không suy nghĩ nữa mà cho 


T 
rằng x + 3 > 0. Thực tế là khi x < TP * + 3 cũng có thể bằng 


HT 
hoặc nhỏ hơn không. VÌ khi x = - 3< TT th x+3= 0, khi x < 


7 
_3< IPp*† 3 < 0. Cho nên muốn đơn giản biểu thức trên phải 
Kị 
dựa theo hai trường hợp - 3 < x < 1ï và x < - 3 để biện luận. 
: 7 
Khi -3<x< TP |x- 1| ~ |x+3| =l~x—-x-3=-2x-2 


Khi x < - 3, |x - 1| - |x+3| =1-x+x+3=4. 


7 
Cho nên khi x = 1P biểu thức có trị nhỏ nhất : 
7 3 
TT. mì —2=—3 1T 


Khi x < - 3, biểu thức có trị số lớn nhất là 4. 


Ví dụ khác. Hiểu về định lí biệt thức giải nghiệm phương trình 
bậc hai có hệ số thực, phải đặc biệt chú ý đến điều kiện tiền đề 
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"hệ số số hạng bậc hai khác không". Nếu bỏ qua điều kiện tất yếu. 
đó thì sẽ sai lầm ngay. Ví dụ : giải đề sau : Với giá trị nào của 
k, phương trình k2x2 + 4kx + l = 0 có nghiệm thực ? 


Có người giải như sau : A = (4k)2 - 4k2 x 1 = 12k. 
VÌ A > 0 nên được k > 0. 


Thử hỏi, đáp số đó đúng không ? Dễ thấy rằng khi k = 0 thì 
phương trình sẽ trở thành 0.x + 1 = 0, đó là điều vô lí. Phương 
trình ban đầu không có nghiệm, vậy nguyên nhân đưa đến kết 
luận sai là gì ? Hiển nhiên sai ở chỗ ứng dụng biệt thức A sai. Vì 
phương trình ban đầu là phương trình chứa hệ số k, hơn nữa chỉ 
khi k # 0, nó mới là phương trình bậc hai và mới có điều kiện 
dùng biệt thức để phán đoán nghiệm. 

Cách giải đúng là : khi k # 0, A = (4k2) - 4k2 x 1 = 12k2. 

Vì A > 0, được k # 0; khi k = 0 phương trình ban đầu trở 
thành l = 0 không có nghiệm. Nên khi và chỉ khi k # 0 phương 
trình đã cho mới có nghiệm thực. 


2. Phải chú ý rèn luyện kí năng cơ bản 

Kĩ năng cơ bản là phương thức hoạt động thao tác tư duy đơn 
giản nhất, phải vô cùng thành thạo, cố đạt đến trình độ tự động 
hóa. Làm được như thế, khi gặp phải vấn đề phức tạp, ta không 
cần thiết phải lo lắng sẽ tính toán ra sao đây mà có điều kiện tập 
trung tỉnh lực cho hướng giải quyết vấn đề. 


Chú trọng rèn luyện kí năng cơ bản trên hai mặt sau : 


1) Nâng cao kì năng tính nhầm uờ tính nhanh. Tính nhẩm và 
tính nhanh là những kỉ năng cơ bản của tính toán. Ngày nay khi 
mà máy tính được dùng rộng rãi, việc tính toán những số liệu đơn 
giản cũng phải dựa vào tính nhẩm và tính nhanh. Muốn thế phải 
_ kết hợp đặc điểm mà tính, vận dụng linh hoạt các kiểu qui tắc 
tính, tăng cường luyện tập tính nhẩm và tính nhanh. Ví dụ những 
phép cộng, trừ không quá ba con số như 327 + 19 trực tiếp nhẩm 
được 34ô, không cần viết ra giấy nữa. Nhẩm những phép nhân 
một chữ số với nhiều chữ số. 
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Nắm vững cách đặt thừa số để giải các phép. tính đơn giản về: 
căn thức. VÍ dụ đơn giản phép tính 


—4 + -4 + V36 + 4 x 62x l8 36 + 4 x 62x 18 
KEO SP OEEE:758- 020/222. » , không nên tính các số trong căn 


thành 36 + 4 x 62 x 18 mà phải đặt thành thừa số chung 
36 (1 +2 x 62). 


_ 4+36+4x 62x lỗ -4 +36 +2x 63 
LẺ 200 2S ng TROHHNEI 


E 
¬ 6 ý vt# 
_ ¬ _ x S9(EfE 


Phải thành thạo phép bình phương để tìm căn bậc hai. 


Biết phương pháp biến tử số và mẫu số thành những dạng hợp 
lí để biến đổi đưa về hằng đẳng thức. Ví dụ : 


1 _ Ýx - Vz + 1 
Ÿx +tỶx +1 + ẲWx + 1# - Ýz + 1) 
si 


Phải biến đổi thành thạo các bằng đẳng thức 
(a + b)2 = (a - b)2 + 4ab 
(a s#ïi = (a +b)2 - 4ab 
a2 + b2 = (a +b)2 - 2ab. 


2) Thuộc lòng những số thường dùng. Một số chữ số thường 
dùng phải nhớ, có thể sử dụng cách nhớ máy móc kết hợp với nhớ 
theo qui luật để tốc kí chúng. Những số hay dùng cớ : 

Các số bình phương từ 1 - 30 ; căn cứ các số tự nhiên 2, 3, 5, 
6 ; trị số của sin, cos, tg, cotg của 159, 309, 459, 7ð9 ; log của lg 2, 
Ig3, lg5 ; chuyển đổi giữa độ và radian của các góc đặc biệt, Say 


o°= 0= lĐ? set kế D= Ki 
360 2z, l1809=z, 90 D 60 3° 459 = +: 00? S7 
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kI KHẢ 
8" 12” 
vuông cân, tam giác vuông có góc nhọn 309, 609, Nhóm số Pitago 
thường dùng (3,4,5) (5,12,13), (6,8,10)... 

Dây số và số tổ hợp P{, P‡, P{, P‡, Pý, P$, 
P{, C4, Cả, Cý, C$, Cá, Cả; 


Giai thừa 3 !, 4!, 5! 


22930' = lñ9 = quan hệ giữa ba cạnh của tam giác 


3. Tăng cường ý thức tính nhanh và năng lực tính 
nhanh 

Tính nhanh là chỉ tiêu quan trọng để đo năng lực tính toán 
giỏi hay kém. Thực hiện quá trỉnh tính nhanh có biệu quả là chọn 
được phương pháp tính hợp lí. Làm như thế vừa tránh được rườm 
rà, vừa đỡ xảy ra sai sót, rất đáng quan tâm. Muốn làm được điều 
đơ, trước hết phải tăng cường ý thức tính nhanh, tức là hễ gặp 
lúc phải tính là nghỉ ngay đến có tính nhanh được không ? Chứ 
không phải là không chú ý đến đặc điểm phép tính, cứ thế tính 
theo thới quen như thường lệ. Trên cơ sở đó mà không ngừng mầy 
mò, tích lũy kinh nghiệm. Tự bát mình rèn luyện tính nhanh một 
cách có ý thức, thời gian lâu sẽ có hiệu quả. 


Ví dụ 1. Tính 
-66)[ 15 ~ (-3) 4 (=m)] +(-124) x 38 — (—62) x ( ~ 124). 


Chú ý đặc điểm của phép tính, dùng thuận và nghịch luật phân 
phối của phép nhân có thể biến đổi thành : 


Phép tính ban đầu 
1 1 5 
=(- 66)x 1 s_ (89) ( ~3) +( ~66) ( =n) +( —124)(38+ 62) 


= -99- 22 +30 - 12400 = - 12491 


Du ốc cuc CỐ 
l1 +x 1 + x2 1 +x!. 


Ví dụ 2. Tith 2= + 
l —x 
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Chú ý đến mẫu số của hai số hạng đầu là dạng hiệu và tổng 
để lấy mẫu số chung, ta CÓ !; &¿, 


Phép tính ban đầu = 
2 2 4 4 4 8 


+ + TT, 
1—x2 1+x2 1+x4 1—x4 1+x4 1—xổ 


VíÍ dụ 3. Tìm trị số của (1 = tg 19)( 1 + tg 29)... (1 + tg 449). 

Quan sát các thừa số chúng đều có dạng ( 1 + tg 6,) trong đó. 
8, = k°h(kŒN, lI < k< 44). Liên tưởng đến tg « + tg ổ = 
=tg(œ + Ø)(1 ~ tgotgổ), ta đem (1+ tg1°) và (1 + tg 449), (1 + tg29) 
và (1 + tg43°),... (1 + tg22°) và (1 + tg23°) kết hợp với nhau sẽ 
được tg4ã9. 

Biểu thức ban đầu = [ (1 + tg19)( 1 + tg449)][( + tg29)(1 + 
+ tg 439)]... [(1 + tg229)(1 + tg239)] = (1 +tg 19 +tg 44° + tgl°x 
xtg449)(1 + tg2° + tg43° + tg2°tg43°)....(1 + tg229 + tg239 + 
+ tg22°tg239) = 


(1 + tg459)(1 + tg459)...(1 + tg459). 


= 322 


VÍ dụ 4. Tính 1234562 - 123455 x 123457. 


123455 + 123457 
Chú ý đến 123456 = EU NGƯượG: ta có thể biến đổi 


123455 = 123456 - 1, 123457 = 123456 + 1. Do đó : 


Phép tính ban đầu = 1234562 ~ (123456 - 1)(123456 + 1) 
1234562 - (1234562 - 1) = 1. 


Ví dụ 5. Biết ba cạnh của tam giác lần lượt là 24, 32, 40. Tìm 
góc lớn nhất của tam giác. 


Đề này nếu không thấy ước số chung của ba cạnh là 8 mà cứ 
dùng trực tiếp định lí cos của góc thì sẽ tính rất lâu. 
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Chú ý đến đặc điểm trên sẽ giảm lượng tính toán rất nhiều. 
Vì 24 : 32 : 40 = 3: 4: 5 mà (3k)2 + (4k)? = (5k)? nên góc 
lớn nhất của tam giác là 909, 
VÍ dụ 6. Biết ai, a¿,... ayoọ; đều là số dương. Giả thiết 
M = (ai + 82 +‹+.+ 8too1)(A2 + 33 +:v+ 81oo2) 


N = (ai + 3; +... + 8too2)(a2 + 33 +....+ 8ioot) 


So sánh M và N số nào là lớn hơn ? 
Quan sát hai số M và N dễ thấy rằng trong các thừa số đều có 


a; + a;y +... + aiooi. Liên tưởng đến phương pháp đặt số phụ 
ta có : 


Giả thiết b = 82 + 3a +...+ 8q1oo1 > 0 thì 


M-N-= (an +b)(Œbồ + Aloo2) = Cử +B+ aiooz)b 


= 8iâigg2: 
Vì ai > 0, ai; > 0 nên M-—N>0DođóM >N. 
VÍ dụ 7. Với giá trị nào của k thì đường thẳng 4x + 3y - 2k 
= 0 và đường tròn x2 + y2 - 6x + 4y - 3 = 0: 1) tiếp tuyến, 2) 
không cắt nhau, 3) cát tuyến ? 
Giải. x? + y2 - 6x + 4y - 3 = 0 tức 


( - 3)2 + (y + 2)2 = 16, đó là đường tròn có tâm là (+3, - 2) 
và bán kính r = 4. 


1) Giả thiết đường thẳng là tiếp tuyến thì khoảng cách từ tâm 


4x 3+ö(-2)-2k 
đường tròn đến đường thẳng là d = D TA Jjoân == 


4. 
nên |6 - 2k| = 20, giải được k = -7 hoặc k = 13. 
2) Giả thiết đường thẳng không cắt đường tròn thì 


|6 - 2k| > 20, giải được k < - 7 hoặc k > 18. 
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3) Giả thiết đường thẳng a là cát tuyến thì 
|6-.2k| < 20, giải được - 7 <k < 13. 


Đề này nếu dùng cách giải đại số thông thường, chuyển nó 
thành phương trình bậc hai, xét biệt thức để tìm nghiệm thì THỚNG 
tính toán sẽ tăng lên. 


4. Một đề cố tìm nhiều cách giải 

Trong luyện tập hàng ngày cố gắng một đề tìm nhiều cách giải. 
Từ những góc độ khác nhau, từ nhiều phía để mầy mò cách giải, 
như thế có thể làm cho tính toán linh hoạt, đa dạng, từ đó có thể 
chọn ra cách giải nào ngắn gọn nhất, hợp lí nhất. Không ngừng 
tích lũy kinh nghiệm sẽ từ nhận thức cảm tính nâng lên lý tính, 
dần dần sẽ cảm giác trước cách giải nào ngắn gọn, hợp lí nhất. 


VÍ dụ : Khoảng. cách từ cuộc điểm P trên đường elÍp 


@œ Si)” (y = 1)2 xe KÝ. ?ˆ^ :ˆ? A ï là H 
T00 BE 1 đến tiêu điểm bên trái là 15. Tim khoảng 


cách từ P đến hai đường chuẩn. 


Cách giải 1. Giả thiết tọa độ của điểm P là x, y. Dễ biết được 
a = 10, b = 6, nên c = 8. 
Trung tâm của elip là (2,1) tiêu điểm trái F¡ là (~—6, 1). 
(x—2)ˆ -1? 
Do đó 100 TW à 


{œ+ÖẺ tớ — = 18 


33 117 
Triệt tiêu y, giải được xị = TT: Xa = T1” (bỏ nghiệm này). 


„a2 100 25 


Lại vì Ý.“n H Phương trình hai đường chuẩn trái, 
- 21 29 
phải là x = ~ 8 ›X =rg- Cho nên khoảng cách từ P đến hai 
75 25 
đường chuẩn trái, phải là n và mẽ 
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Cách giải 2. Vì 2a = 20, khoảng cách từ P đến tiêu điểm trái 
là 1ð, nên khoảng cách từ P đến tiêu điểm phải là 5ð. 

Giả thiết tọa độ của P là x, y. Vì tọa độ của tiêu điểm trái và 
tiêu điểm phải là (—6,1) và (10,1). 


mạ ca |{@ #82 tứ = ĐỂ = 18 
2 €8 N[@œ ~102+(y D2 = 5 


Giải được x = ca Phần tiếp theo giải giống cách giải 1. 

Cách giải 3. Từ a = 10, b = 6, được c = 8. Cho nên độ chênh 
cách tiêu điểm e = s 

Từ định nghĩa đường cong chóp nón có : 


Khoảng cách từ P đến tiêu điểm trái _ 
Khoảng cách từ P đến tiêu điểm phải ˆ ° 


T5 


Khoảng cách từ P đến đường chuẩn trái là mì 


. Dễ dàng giải 
N ^⁄, ` x 25 
được khoảng cách từ P đến đường chuẩn phải là n” 


Ba phương pháp tìm khoảng cách từ P đến đường chuẩn thì 
cách giải thứ ba đơn giản nhất, nhưng học sinh không dễ tìm được 
phương pháp này. Để nâng cao tính dự cảm đối với vấn đề tìm 
khoảng cách có liên quan với đường chuẩn, ta phải tổng kết kinh 
nghiệm rất công phu. 


5. Bồi dưỡng thói quen tính toán chính xác 

Để nâng cao năng lực tính toán, bồi dưỡng thới quen tính toán „ 
chính xác là vô cùng quan trọng. Học sinh nên bồi dưỡng cho mình 
thói quen tốt về các mặt sau. 


1. Đọc dề cẩn thận. Gặp đề toán, trước hết nên đọc cẩn thận 
một lượt. Lúc thi càng phải đọc đề cẩn thận, không được xem là 
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đương nhiên, không được vội vàng. Phải phân tích kí điều kiện đã 
cho, cần tìm cái gì ? Trên cơ sở đó quan sát đặc điểm của các 
biểu thức, liên tưởng đến những kinh nghiệm đã giải bài tập, 
những công thức, qui tác, cách tính có liên quan từ tổng thể nhanh 
chóng hình thành ý đồ giải. Khi đọc đề còn phải chú ý đến các 
điều kiện ràng buộc hoặc các điều kiện hạn chế ngầm trong đề để 
bảo đám tính toán được chính xác. 


9) Tính toán tỉ mỉ. Làm đề tính toán nhất thiết phải cẩn thận, 
tập trung chú ý cao độ, phép tính càng đơn giản càng phải cẩn 
thận. Gặp phép tính phức tạp phải bình tĩnh không được nôn nóng, 
từng bước một tính toán cẩn thận, tính đến đâu bảo đảm chính 
xác đến đó. Ở cấp ba giải phương trình hoặc bất đẳng thức chứa 
tham số và trong phương trình các đường cong hình học chứa 
tham số vừa trừu tượng vừa có độ khó cao, tầng lớp nhiều, một 
bước tính sai (như sai dấu, sai hệ số) sẽ dẫn đến tất cả đều sai. 
Do đó phải hết sức cẩn thận, tự tin, kiên trì tính toán. 

3) Kiên trì kiểm tra. Làm xong bài, phải kiên nhẫn kiểm tra. 
Từ xem lại đề, bước giải đầu tiên, quá trình giải cho đến tận đáp 
số đều không được cẩu thả tÍ nào, từng chỗ từng dòng kiên nhẫn 
kiểm tra lại. 

4) Chữ uiết ngay ngớn. Giải bài tập nhất định phải viết chữ 
ngay ngắn, trình bày thích hợp theo các loại đề. Làm như thế 
không những đỡ sai mà còn giúp cho tư duy mạch lạc. 


20 - BỒI DƯÓNG PHẨM CHẤT TƯ DUY TỐT 


Sáng dậy mở cửa ra, nhìn thấy bên ngoài khắp nơi đẩy tuyết, 
ta biết được tối hôm qua rơi tuyết. Tối rơi tuyết ta không nhìn 
thấy, cũng không cảm giác được có rơi tuyết, nhưng thông qua 
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đại não dùng phương pháp suy đoán khiến ta hình như trở về tối 
. qua mắt thấy tuyết rơi. Đớ là đại não gián tiếp phản ánh hiện 
thực, là kết quả của tư duy tác dụng. Tư duy là cái gì ? Tư duy 
là đại não mượn ngôn ngữ lấy một số kiến thức nhất định làm cơ 
sở để phản ánh gián tiếp và khái quát hiện thực khách quan. Tư 
duy có thể giúp ta phát hiện qui luật và dự cảm được tưỡng lai. 

Trong hoạt động học tập phải gắn chặt với tư duy. Trên lớp, 
thông qua hoạt động tư duy như phân tích, so sánh, trừu tượng, 
khái quát, v.v... Đối với các đại lượng trái ngược nhau (như dương 
3°C và âm 39C, tiến lên 100m và lùi lại 100m v.v...) mà vứt bỏ 
những đặc trưng không phải là bản chất, tìm ra những đặc trưng 
bản chất của nó, đó là tổng hiệu quả của cả h ai có thể triệt tiêu 
lẫn nhau hoặc triệt tiêu một bộ phận. Để xử lý một cách hệ thống 
những đại lượng trái ngược nhau như thế, đặc biệt là tiện cho so 
sánh và tính toán, người ta đưa vào những số mới : số d:“:ag và 
số âm. Sau khi ta đã hình thành được khái niệm số dương và số 
âm, nếu gặp những vấn đề có các đại lượng ngược nhau thì có 
thể dùng khái niệm mới để giải quyết chúng. Ở đó sẽ tiến hành 
hoạt động tư duy từ chung sang đặc thù riêng. 

Trên hình 21-1, giả 
thiết AB là cái ao rộng, 
rất khó đo trực tiếp. Do 
_đó ta tÌm điểm C làm 
điểm đo. Lấy D là điểm 
giữa của CA, E là điểm 
giữa CB. Như vậy chỉ cần 
biết DE, nhờ định lí 
đường nối điểm giữa hai 
cạnh bên song song với 


đáy Bờềi tam giác ta có : 
DE = ; AB. Qua hoạt 
động của tư duy, rất dễ Hình 21—1 
tính được AB. 
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Các tính toán trong toán cũng là hoạt động tư duy logic. Ví dụ 
tính (~2) ~ (+7) 


(-2) + (—-7) (qui tác phép trừ của số hữu tỈ) suy luận bước I 


-(2 + 7) (qui tắc phép cộng số hữu tỉ) suy luận bước 2 


= ~9 (qui tác phép cộng số tự nhiên) suy luận bước 3. 
Ở đây gồm ba bước suy luận. 


Có thể thấy rõ, qua hoạt động tư duy, nhờ vào kiến thức và 
kinh nghiệm đã cớ, ta có thể biết được các sự vật chưa hề có cảm 
giác trực tiếp hoặc không thể cảm giác trực tiếp được, phát hiện 
được quy luật phát triển của sự vật và dự kiến được quá trình và 
kết quả của sự phát triển đó. Thông qua hoạt động tư duy giúp 
ta trong học tập có thể kế thừa được tri thức của nhân loại, và 
cố thể vận dụng tri thức đó để giải quyết các vấn đề trong học 
tập. Xa rời hoạt động tư duy sẽ không có phát hiện khoa học, cũng 
tức là không học tập được. 


1. Hình thành phẩm chất tư duy tốt 

Phẩm chất tư duy của một người là chỉ đặc điểm thường biểu 
hiện ra khi người đó suy nghỉ. Ví dụ, cố học sinh khi làm bài tập 
thích suy nghỉ độc lập, gặp bài khó cũng không dễ dàng hỏi người 
khác, khi trả lời câu hỏi hoặc làm bài tập chú ý mạch lạc, chặt 
chẽ, chính xác, tính lôgic cao ; có học sinh gặp một đề thường giải 
nhiều cách, cách này không được, có khả năng tìm nhanh ra cách 
khác, v.v... 


Phẩm chất tư duy toán là tiêu chí năng lực tư duy toán mạnh 
hay yếu. Dưới đây chú trọng bàn về sự hình thành phẩm chất tư 
duy về các mặt tư duy độc lập, tư duy sâu sắc và sử dụng linh 
hoạt, v.v... 


1) Tính tự duy độc lệp. Nó biểu hiện ở sự thành thạo đề xuất 
vấn đề, giải quyết vấn đề một cách độc lập, tính tư duy độc lập 
đó xuyên suốt cả quá trình học toán. Khi học kiến thức mới, phải 
kinh qua sự suy nghí đại não của mình, thật hiểu sau đó mới chịu 
tiếp thu. Ai suy nghĩ được sâu, người đó sẽ nắm được kiến thức 
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tốt, trong vận dụng kiến thức, chỉ có qua độc lập suy nghĩ, hiểu 

rõ vấn đề cần giải quyết mới có thể giải quyết được chính xác. 
Cũng chỉ có qua độc lập suy nghĩ mới có phát hiện mới, sáng 

tạo ra cái mới. l 


Nêu ra vấn đề, điều đó đối với sự phát triển khoa học -có tác 
dụng vô cùng quan trọng. Anhstanh nói : "Nêu ra vấn đề thường 
quan trọng hơn giải quyết vấn đề°. Trong dòng sông phát triển 
toán học, các nhà toán học đã nêu ra nhiều vấn đề có ảnh hưởng 
sâu xa đến sự phát triển của nó. VÍ dụ có người đã nêu ra trong 
hình học Óle "song song có thể chứng minh được không ? ". Về 
sau qua nghiên cứu vấn đề đó đã sản sinh ra hình học phi le và 
gợi cho nhiều nhà toán học đi sâu vào nghiên cứu phương pháp 
định để hớa. 


Trong học tập, muốn học được sâu sác, phát triển năng lực tư 
duy thì phải biết độc lập nêu ra vấn để, gặp cái gÌ cũng phải hỏi 
vì sao. Trần Hiến Chương ~ một học giả đời Minh nới rất đúng : 
"Sự học quý ở nghỉ vấn, nghi vấn nhỏ thì tiến được ít, nghi vấn 
to thì tiến được nhiều. Nghỉ vấn là dịp tỉnh ngộ, một lần tỉnh ngộ 
là một lần tiến lên" ! Giáo sư Hoa La Canh thời còn trẻ không 
sùng bái quyền uy, đã chất vấn đối với luận văn của giáo sư Tô 
Gia Câu, Ông viết luận văn về "LÍ do cách giải phương trình đại 
số bậc năm của Tô Gia Câu không thực hiện được". Luận văn đó 
đã mở ra con đường nghiên cứu toán học về sau này của giáo sư 
Hoa La Canh. Qua đó thấy rõ, độc lập nêu ra vấn đề có ý nghĩa 
quan trọng biết bao đối với học tập và sự phát triển của tư duy. 


Trong học toán chỉ cần quyết tâm động não thì có một số vấn 
đề sẽ tự nhiên nẩy ra. Nhưng có rất nhiều vấn đề đòi hỏi tự mình 
đào sâu, nghiên cứu. VÍ dụ, học xong một khái niệm, nên suy nghĩ 
vì sao lại đưa ra khái niệm này, điều kiện then chốt của khái niệm 
này là gÌ, nó với những khái niệm khác có gì liên quan. Học xong 
các định lí, công thức hoặc qui tắc nên nghỉ xem chúng được đưa 
ra như thế nào, hướng suy nghỉ của chứng minh là gì. Nếu thay 
đổi một số điều kiện thì kết luận sẽ thay đổi ra sao ? Ngoài ra 
còn phải nghiên cứu giữa các khái niệm, các định 1. có gì liên quan 
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và có gì khác biệt, nghiên cứu đến khi nào nắm được toàn thể các 
vấn đề mới thôi. 


Đương nhiên mọi vấn đề nêu ra không chắc đều chính xác, điều 
đó không hề gì, nớ có thể giúp ta nâng cao nhận thức từ mặt trái. 
Từ trong sai lầm rút ra bài học, đó cũng là một cách học tập. VÍ 
dụ một bạn học sinh khi học về đường phân giác ngoài của tam 
giác câu : „Nếu góc BAC của tam giác ABC bằng _ 899, 

= 469, C = 4ð° thỉ đường phân giác ngoài AD của BAC hầu 
như song song với BC, do đó giao điểm D nằm rất xa trên đường 


BD 
BC kéo dài, vậy ^ làm sao bằng được GD p (hỉnh 21-2). 


Hình 21-2 


Thực tế thì vấn đề này không tồn tại, vì khi chứng minh định 
lí đường phân giác ngoài, điều kiện tiền đề là đường phân giác 
ngoài cắt cạnh đối diện cho dù giao điểm gần hay xa. Trong quá 
trình chứng minh, mỗi bước suy luận đều có căn cứ. Nếu giao 


: AB  BD . 
điểm rất gần thì giá trị AE “Dể gần bằng l1, cho rằng 
AB BD 
AC” CD là không có căn cứ. Việc nêu ra vấn đề sai này chủ yếu 
là bị ảnh hưởng trực quan về hÌnh vẽ. 


Ta không những phải học cách nêu vấn đề chính xác mà còn 
phải học cách tự giải quyết vấn đề vì giải quyết vấn đề là mục 
đích cuối cùng của tư duy. 
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Có một lần trên lớp học giải phương trình vô tỉ 
x +x—ỗõ = 5, sau khi thầy giáo phân tích đặc điểm phương 
trình chỉ chứa một nghiệm, làm thế nào để biến đổi phương trình 
vô tỈ thành phương trình dạng nguyên. Có học sinh nêu ý kiến 
chuyển vế x, bình phương hai vế được (Ýx—ð)2 = (5 —x)2, sau 
khi đơn giản được x2 - l1lx + 30 = 0. Đó là dùng cách đồng thời 
bình phương hai vế để đưa phương trình vô tÌ thành phương trình 
dạng nguyên. 


Có thật chỉ có một cách giải đó ? Những học sinh ham suy nghĩ 
không chịu dừng lại đó, họ muốn tìm phương pháp khác. Có người 
đưa ra cách đặt ẩn số phụ để đưa phương trình vô tỉ về dạng 
nguyên. 

Bặt y = Ýx — ỗ (y > 0) ta sẽ có phương trình y2 + y = 0. 

Tức (y + 1) = 0, y¡ = 0, y = ~l (bỏ). Thay vào được 


Ýx - 5 = 0, nên x.= 5. 


Cách giải này đẹp quá ! có thể gọi là cùng nhạc công nhưng 
bản nhạc đã khác. Ngoài ra, tính tư duy độc lập còn biểu hiện ở 
chố tự mình phát hiện vấn đề. Ví dụ phát hiện và sửa người khác 
trả lời hoặc giải sai. 

2) Tính tư duy sâu sốc. TÍnh tư duy sâu sắc cũng chính là tính 
logic trừu tượng của tư duy, tức là nói dùng khái niệm chính xác, 
dựa theo qui luật và phương pháp tư duy khoa học để tiến hành 
tư duy trừu tượng chính xác. Nếu ta cho tư duy là tiến hành gia. 
công các tài liệu đã biết thì tính tư duy sâu sắc là chỉ sự gia công 
khoa học. 

Tính tư duy sâu sắc là cơ sở của mọi phẩm chất tư duy. Nó 
tập trung biểu hiện ở đi sâu vào suy nghỉ vấn đề, nắm chắc qui 
luật và bản chất của vấn đề, dự kiến được tiến trỉnh phát triển 
của sự vật. 

_ Tính tư duy sâu sắc phải được bồi dưỡng và đánh giá trong quá 
trình hoạt động tư duy, vậy muốn nâng cao tính tư duy sâu sắc 
cần phải tốn công sức vào những mặt nào ? 
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Thứ nhất, phải nắm chính xác những phương pháp tư duy toán 
học thường dùng, như suy luận qui nạp và suy luận diễn dịch phải 
phối hợp hài hòa ra sao, đặc thù và phổ biến phải phối hợp ra sao, 
phân tích và tổng hợp phối hợp ra sao, v.v... 

Thứ hai, tự giác vận dụng qui luật tư duy và các định lý, công 
thức, qui tắc trong toán học để phán đoán chính xác và suy luận, 
chứng minh một cách hợp lí. 

Qui luật tư duy khoa học bao gồm rất nhiều nội dung. Trong 
tư duy toán học, logic hình thức và lôgic biện chứng là hai hình 
thức tư duy quan trọng nhất. 

Thứ ba, có thể suy nghĩ một cách chặt chẽ, nghiêm ngặt, tức 
là nói phải suy nghĩ một cách toàn diện, chỉ tiết, phải xem xét hết 
mọi điều kiện có liên quan, suy nghĩ đến mọi trường hợp có thể. 

Học sinh năm đầu cấp hai mới học đại số, phải đặc biệt chú ý 
bồi dưỡng thành thói quen suy nghỉ chặt chẽ. Đề bài dưới đây 
tưởng như đễ nhưng giải được một cách hoàn chỉnh thì không phải 
là không mất sức. 


Biết số chẵn là 2n + 2 (n là số nguyên). Viết ra ba số chẵn liên 
tục bao gồm cả 2n + 2 và tÌm tổng của chúng (nếu có nhiều trường 
hợp, bạn thử liệt kê ra những trường hợp có thể có). 


Trong số 58 học sinh, khoảng 40% số học sinh chỉ có một 
loại kết quá là 3 số chẵn đó là 2n + 2, 2n + 4, 2n + 6 hoặc 2n, 
2n +2, 2n + 4. Tổng của chúng là 


(2n + 2) + (2n + 4) + (2n + 6) = 6n + 12 
hoặc 
2n + (2n + 2) + (2n + 4) = 6n + 6. 


16% số học sinh viết được hai trường hợp. Thực tế thì câu trả 
lời hoàn chỉnh là ba trường hợp : 
(2n + 2) là số chãn thứ nhất : 


(2n + 2) + (2n + 4) + (2n +6) = ỗn + 12 
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(2n + 2) là số chẵn thứ hai : 

2n + (2n + 2) + 2(n +4) = 6n +6 
(2n + 2) là số chẵn thứ ba. 

(2n - 2) + (2n) + (2n +2) =6n 


Có một số vấn đề vốn có hai hoặc hai khả năng trở lên, vì bị 
ảnh hưởng của thới quen nên đã không tự giác bỏ sót mất những 
khả năng khác. _ 


Ví dụ 1. Em Hồng ngồi thuyền xuôi dòng đi từ A đến B, sau 
đó đi ngược trở lại đến C, tất cả mất 34 giờ. Biết rằng tốc độ' 
thuyên xuôi dòng 10km/h, tốc độ nước chảy là 2,Bkm/h, khoảng 
cách AC = 10km. Tìm khoảng cách AB ? 


Đặt khoảng cách AB là x km. Vậy khoảng cách BC sẽ là 
: x—10 


: ¬- Nón. n9 
(10-x)km. Theo đề bài ta có : T0 + T0~@x25 7 


4. 


Giải ra được x = 20km. 

Đáp số : khoảng cách AB = 20km. 

Giải đáp này không hoàn chỉnh, vì chỉ suy nghĩ trường hợp C 
ở phía dưới A. Thực ra thì căn cứ điều kiện đầu bài, C cũng có 
thể ở phía trên A. Nếu thế có thể có phương trình 


X x+ 10 


_ 20 
Tô † Tô~Gx 55) = 4. Giải ra được x = 


3” 
20 : ¬ 5 xÓI G 
Tức khoảng cách AB = rã km. Do đó, với đề này phải chia 


thành bai trường hợp để giải mới có đáp số hoàn chỉnh. 


VÌ sao lại chỉ xét đến một trường hợp ? Phần nhiều có thể là 
vì thứ tự tự nhiên của hai chữ AC trong điều kiện của đề bài 
"khoảng cách AC = 10km" dẫn đến cách nghỉ theo thối quen, cho 
rằng C nằm bên phải của A, như thế cũng tức là biến thành chỉ 
có trường hợp C nằm phía dưới hạ lưu của A. 
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Khái niệm trị tuyệt đối là khái niệm quan trọng trong đại số. 
Ta biết rằng, hai số bằng nhau thì trị tuyệt đối nhất định bằng 
nhau. Song, ngược lại thì không đúng nữa, tức |a| =Ả bị nhưng 
không thể suy luận là a = b. Cách nơi chính xác là |a| = |b| = 
a = b hoặc a = -b. Ở đây trường hợp a = -b là đễ quên nhất. Vì 
nguyên nhân này mà khi một số học sinh làm bài tập, gặp phải 
vấn đề hai giá trị tuyệt đối bằng nhau thường bỏ sót nghiệm. 


Ví dụ 2. Với giá trị nào của m trị tuyệt đối của hai nghiệm 
phương trình bậc hai 2(m + 3)x? + 4mx + 3m ~ 6 = 0 bằng nhau ? 


Vì A = 16m2 - 8(m + 3)(3m - 6) = -8(m2 + 3m - 18) = 0 
Nên m7 + 3m - 18 = 0, do đó mị = 3 hoặc mạ; = ~6. 


Đem mụị = 8, mạ = -6 thay vào k + 3 # 0 theo đề bài ta được 
mị = 8 hoặc m; = ~6 


Ở đây ta đã bỏ sót một trường hợp : hai nghiệm ngược nhau 
xị = ~—x¿. Do đó phải dùng định lí Viét để giải quan hệ giữa nghiệm 
và hệ số. 

4m 
2(m +8) | 

Do đó đáp số hoàn chỉnh là m = -6, m = 0 hoặc m = 3. 

Tính tư duy chặt chẽ còn `. 
yêu cầu từng lời nói phải có lí, Ð C 
từng bước phải có căn cứ. Về n ...: 
điểm này, trong mục "học tốt. 
phần mở đầu hình học phẳng" 
đã sơ bộ đề cập đến. Dưới đây 
qua quá trình chứng minh tỉ mỉ 
của một đề hình học để giải 
phẫu chỉ tiết. 


VÌ xị + x¿ = 0, nên — = 0, vỉ m = 0 và m z -. 


VÍ dụ 3. Cho hình 21-3, 


trong hỉnh vuông ABCD, điểm 3 8 
P trên cạnh CD, BE L AP ở E, 
DF.L APởE. 

Hình 21-3 
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Chứng minh AE = DEF (đề thi cấp II Bắc Kinh năm 1987). - 


Chứhg minh. Theo điều kiện đầu bài, muốn chứng minh AE = 
DEF chỉ cần chứng minh tam giác ABE = tam giác DAF. 


Có học sinh làm như sau : 


W 2=4 (@) AD = AB (2) 
BE L APởE, DF L APởF (3) 
AABE = ADAF (4) 
AE = DF (5) 


Rõ ràng quá trỉnh chứng minh ở trên nhiều chỗ nhảy cóc rất 
nghiêm trọng. 

Bước thứ nhất "vì ? = ệ" đề bài chưa trực tiếp cho điều kiện 
này. Đáng lẽ theo đầu bài ABCD là hình vuông", suy ra AB//DC. 
Tiến thêm bước nữa suy ra ĐC Hà ở đây thiếu hai mát xích : 
thiếu tiền đề "ABCD là hình vuông" và "AB//DC". Đó là những 
bước nhảy cóc nghiêm trọng. 

Bước thứ hai "AD = AB" cũng không phải là điều kiện đề bài 
cho trực tiếp, nó cũng là từ điều kiện "hình vuông ABCD" suy ra. 

Từ bước ba đến bước bốn, điều kiện hai tam giác bằng nhau 

-~—— —— 
chưa. đưa ra đầy đủ, còn thiếu hai điều kiện AEB = DFA = 909 
và 2 = 3 (hoặc B =_ l). 

Có lẽ có bạn sẽ nói, những điều nới ra ở trên tôi đều biết nhưng 
viết thế dài dòng quá ! Đúng. Viết như thế so với nhảy cóc dài 
dòng hơn nhiều, nhưng đớ là điều kiện không thể thiếu. Trong 
chứng minh ta cố gắng ngắn gọn, khắc phục rườm rà, nhưng 
muốn ngắn gọn một cách chính xác thì không phải là dựa vào 
nhảy cóc mà dựa vào cách suy nghĩ ngắn gọn đẹp đẽ. Cát bỏ 
lung tung chỉ tổ tạo thêm quá trình suy luận khiếm khuyết, kết 
quả ngược lại. 

Dưới đây ta viết lại một cách hoàn chỉnh. 
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Chứng minh : Vì ABCD là hình vuông nên AD = AB, AB // DC, vỉ 
Ðộ EDLdb dat dệt hà DF L AP ở F,nên AEB £ ĐFA = 909. 


2= 
Vì 3 + PDF = 909, 4+ PDF = 90o 


Do đó AABE = ADAF, nên AE = DF. 


Trong suy luận không được 
nghỉ là đương nhiên. Nhiều học 
sinh suy luận không chặt chẽ 
thường là vì suy không ra nên nghĩ 
đó là đương nhiên rồi kết luận một 
cách võ đoán. 


Ví dụ 4. Cho hình 21 - 4, tam 
giác cân AB = AC, hai đường phân 


giác của B và C lần lượt cắt AC, 8 : 
AB ở E và F. Chứng minh EF // BC. 
Có học sinh chứng minh như sau : TÍNH 22s? 
AE AB _AF AC 
vì BC “BC Œ) ; FB “BC (2) 


Nên : EC = BF, BCEF là hình thang (3) EF // BC (4) 

Phân tích toàn bộ quá trình giải, ta sẽ phát hiện bước nào cũng 
có vấn đề. 

2 s.iesa AB AB AÁF AC, 

Bước thứ nhất "vi EC F BC'FBT BC | 
kiện bài toán không cho trực tiếp, mà phải căn cứ điều kiện đã 
biết "hai đường phân giác của B và C lần lượt cắt AC, AB ở E 
và F" để suy ra, tức thiếu tiền đề. 


thật ra trong điều 


Từ bước một đến bước hai, không hề lấy định lí nào làm căn 
cứ. Thực ra nếu không có điều kiện AB = AC thì bước một không 
thể suy ra EC = BF. Xem hình ta thấy trong EC = FB nhưng ta 
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không được dựa vào hình để kết luận. Đó là sự nhảy cós nghiêm 
_ trọng, trong đó thiếu mất nhiều bước suy luận : 


AE AF .,AE+EC AF+FB „ 
VÌ AB = AC, nên rỉ =gB›t2C ——ERGC “TT TB (định lÍ 
, ÁC AB 
cộng tỉ lệ) tức EG “ EB; nên ĐC = FB. 


Từ bước hai sang bước ba lại nhảy cóc nghiêm trọng. 
Từ bước ba sang bước bốn phạm sai lầm về đảo ngược quan hệ 
lôgic. 

VÌ phương pháp duy nhất để phán đoán hỉnh thang là định 
nghĩa : "tứ giác là hình thang khi chỉ có hai cạnh đối nhau song 
song". Để chứng minh BCEF là hình thang, trước hết phải chứng 
minh EF//BC. Khi còn chưa chứng minh được EF // BC thì làm 
sao lại có trước kết luận BCEF là hình thang ? Nguyên nhân chính 
tạo ra sự hỗn loạn này là từng bước một không bám sát : suy luận 
cần phải có căn cứ. 

Thử nghỉ xem, các lời giải đáp dưới đây có đúng không ? 

1) Từ x2 = 82 ø 
được x = 3 

2) Nếu a > 2 thì 
|2-|2-a[ =a-4. 

3) Cho hỉnh 21-5, 
biết AB/CD ; BB= 
FD,AB =CD ; B, E, 
P, D thẳng hàng. 
Tìm AF = CE? 

Chứng' minh 
Mi AB = CD, 
B=D, Hình 21-5 

BE = FD, nên AABF = ACDE, ta có AB = CD. 


4) Đơn giản {x+2VxT—ï + {x—2Vx—1 (x z 1) 
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Giải : Biểu thức ban đầu = V(x TT +1) + V(xT -1)? 
= Ýx—I + 1+x—-l1T-1= 2Vx- l1. 
@2+1+@Œ2~1) _ 22 
2b — 9b 


6) Qua hai điểm A, B trong tọa độ, hạ AA', BB' xuống vuông 
góc với trục X tại A' và B'. |AA'| = 3, |BB'| = 2, |A'B'| = 1. 
Tìm |AB| ? 

(Đáp số : |AB| 


5) Đơn giản =b. 


2). 

7) Nếu sin2 7ð9 + cos2A = 1 thì A =... (Đáp số : A = 7ð9) 
„ 8) Vì sinAcosA = sinB cosB, A + B +€C = 180° nên r\ = ñ, 
C = 909, 


9) Tam giác cân có l cạnh bằng ðcm, chu vi bằng 13em, hai 
cạnh khác dài là ... (Ð.S5 : 5cm và 3cm). 


10) Biết tam giác cân có đường phân giác góc đáy chia chu vi 
thành hai phần : 63 và 36 (hình 21 - 6). Tìm cạnh bên ? 


Giải : AB + AD = 63, BC + CD = 36. 


A 

Đặt AB = x, BC = y thì 

AD = 63-x, CD = 86 - y. 

Vì BD là phân giác 8, nên # 
AD _ AB › 
DC ` BC 

63~— 
Ta có s——~- = _ Hơn nữa AD+ 
36—y M 

+ DC = AC, B c 

Vì (63 - x) (36 - y) = x, nên 
x= 38,5. Đ.S : Cạnh bên bằng 
38,5 cm. Hình 21-6 
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11) Biết phương trình x2 + 2(m - 2)x + m2 + 4 = 0 có hai 
nghiệm số thực, và tổng bình phương của hai nghiệm lớn hơn tích 
của chúng 21. Tìm giá trị của m (đề thi cấp hai Bác kinh năm 
1987). 

Giải : Giả thiết phương trÌình x7 + 2(m - 2) + m2 + 4 = 0 cớ 
hai nghiệm xị và x¿. 

xị +X¿ = -2(m - 2), xị. x¿ = m2+4. 

Theo đề ra ta có : 

x{ị † x2 — xiX¿ = 2l > (Xị † x¿)? -— 3xx; = 21 
[-2(m - 2)]? - 3(m? + 4) = 21 tức m2 - l6m - 17 = 0. 


Giải được mị = 17, mạ = -1. 


12) O là tâm của vòng tròn ngoại 
tiếp tam giác ABC, R là bán kính 
đường tròn, nếu sinA = cosB sinC và 
khoảng cách từ O đến BC bằng _một 
nửa R. TÌm số đo độ của góc ABC 
(hình 21-7). 


Giải : Như hình vẽ, vì 


inA 
sinA = 2cosB sinC nên Re = 2cosB. 
sinC 


a - 2(a2+c2—b2) 


Ta có ~ = ——————— nên 
e 2ac 
Hình 21-7 
a2 = a2 + c2 - b2 do đớ b = c. 
1 
Nối OB, OC được OB = OC. Vì OD L BC, OD = 5 OB 


_— —— ^ ^ ^ 
Nên OBD = 30°, BÓC = 120°, nên A= 60,B=C = 60: 
— : 
ABC = 609, 
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Toán cấp ba về tư duy trừu tượng và tư duy tổng hợp rộng và 
sâu hơn rất nhiều so với toán cấp hai. Do đó đòi hỏi tính tư duy 
sâu sắc càng cao, nó biểu hiện nổi bật ở chỗ : 


1) Chú trọng nắm vững bản chất khái niệm. Bản chất khái niệm | 
của toán thể hiện ở trong các tính chất đặc trưng của định nghĩa 
khái niệm. Khi học một khái niệm mới đầu tiên phải nhận biết rõ 
nó khác với các khái niệm đã học ở chỗ nào ? 

Ví dụ, khái niệm đường thẳng khác mặt phẳng. Căn cứ định 
nghĩa thì đường thẳng khác mặt phẳng là "hai đường thẳng không 
cùng nằm chung trong bất kì mặt phẳng nào". Rõ ràng nó khác 
với hai đường thẳng cắt nhau hoặc song song với nhau ở chỗ : hai 
đường thẳng nằm trong cùng mặt phẳng, tức là các đường thẳng 
chung mặt phẳng. Còn đường thẳng khác mặt phẳng là "không 
cùng nằm chung trong bất kÌ mặt phẳng nào". Do đó bản chất của 
hai đường thẳng khác mặt phẳng hiện rõ ra trước mắt ta : hai 
đường thẳng "không cùng nằm chung trong bất cứ mặt phẳng nào". 
Nắm chắc được bản chất này ta sẽ giải quyết được những vấn đề 
liên quan đến nó. . 


Ví dụ : Cho biết a C œ bC 6, «f6 =l,a//1,b//1. Hỏi a, 
b có phải là hai đường thẳng khác mặt phẳng không ? 

Ở đây tuy a, b phân biệt nằm trong hai mặt phẳng œ và , 
nhưng không thể vì thế mà rút ra kết luận a, b là hai đường thẳng 
a //Ì 
b//1 

a và b có thể xác định được một mặt phẳng, giả thiết là y. Như 
thế tức là a, b cùng trong mặt phẳng y, chúng không phải là hai 
đường thẳng khác mặt phẳng. 


khác mặt phẳng. LÍ do rất đơn giản, vì => a j/b. 


Trong hình học phẳng ở cấp hai, đường tiếp tuyến của đường tròn 
được hiểu là giữa đường thẳng và đường tròn có một điểm chung. 
Còn ở hình học giải tích cấp ba, sau khi học đường cong hình 
nón, lại mang nhận thức đường thẳng và đường cong chỉ có một 
điểm chung để hiểu đó là tiếp tuyến của đường cong thì không 
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còn đúng nữa. VÍ dụ lấy 
đường parabol ra để nói, tất 
cả những đường thẳng song 
song với trục parabol đều 
chỉ cớ một điểm chung với 
đường cong parabol, nhưng 
loại đường thẳng đó không 
phải là đường tiếp tuyến của 
parabol (hình 21-8). Do đó 
không thể dùng khái niệm 


Hình 21-8 


tiếp tuyến của đường 
tròn để hiểu khái 
niệm tiếp tuyến 
của đường cong. 
Tiếp tuyến Ì đối 


với đường cong l P 
tại điểm P, nên từ 
góc độ giới hạn để Hình 21~9 
nhận thức điểm P,. 
l= limử (hình 21-9) 
PP, 
Trên hình 21-10 
§ ta thấy được đường 
5 T thẳng P¿T với đường 
cong tuy có hai điểm 
chung, nhưng tại 
điểm P¿ nó lại là 
tiếp tuyến. 
Hình 21-10 


: Do đó có thể 
thấy, bản chất của khái niệm đường tiếp tuyến tại điểm P, của 
đường cong là giới hạn của cát tuyến PQP' đi qua điểm P, khi P° 
tiến dần đến P¿. Khái niệm tiếp tuyến của đường tròn trong hình 
học phẳng chỉ là trường hợp đặc biệt của khái niệm tiếp tuyến 
đường cong nói chung. 
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Ta xét một ví dụ : 
Quy tắc bốn phép tính của giới hạn : nếu lima, = A, limbạ= B 
n—>œ n>œ 


thì lim (an + bạ) = A + B. Phải biểu rằng : qui tắc chỉ nới đến 


n—>œ 
gới hạn của tổng một số hữu hạn các dãy số có giới hạn bằng 
tổng giới hạn của các giới hạn riêng lẻ. Qui tác không bao gồm 
việc đi tìm tổng giới hạn của vô số các dãy số. 

Do đó khi gặp trường hợp tìm giới hạn tổng của vô số các dãy 
số không được dùng qui tấc này, nếu không sẽ phạm sai lầm cớ 
tính nguyên tấc. Ví dụ, giải đề tìm giới hạn dưới đây: _ 


: 1,. 2 n 
Tìm lim RST-EEE70000) 1010 1-0 


n>wœ 
Có học sinh làm như sau : 


ly 2202180 4x12 
mg) . 2 


n>»œ n—=>wœ n —> œ 


Biểu thức ban đầu 


0+0+..+0=(0. 


Kết quả này đúng không ? Ta giải dưới một góc độ khác. 


n(n+ 1) 
1+2+...+ 2+ 
Biểu thức ban đầu = lim _“:— = lim _ = lim= 
i4 i 1‡†Hm- 
= lim TH h uác lop 1 
2 2 2 
n-»œ 


Tất nhiên cách giải sau mới đúng, vì nó áp dụng đúng qui tắc 
giới hạn của tổng, còn cách giải đầu thực chất là tổng của vô.số 
giới hạn bằng không, nó khác với tổng của một số hữu hạn các 
số không. Cách đầu sai là ở chỗ tìm tổng của vô hạn số. 
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t) Chú trọng đến mối liên hệ lẫn nhau giữa các khái niệm. VÌ 
hệ thống các khái niệm toán học là một hệ thống logic phát triển 
dần dần mà thành, cho nên bất kì khái niệm toán học nào cũng 
không tồn tại một cách riêng rẽ, nó thường với một vài khái niệm 
nào đớ liên kết lại theo một kết cấu nhất định. Do đó chỉ hiểu và 
nắm vững bản chất của một khái niệm toán học thì chưa đủ. Để 
có thể giải quyết được một vấn đề tương đối khó, chúng ta còn 
phải dựa vào mối liên hệ giữa các khái niệm để đi sâu vào hiểu 
chắc khái niệm đó. Phải liên hệ hai hoặc từ hai khái niệm trở lên 
lại với nhau để xem xét vấn đề, tức là giữa các tính chất mà những 
khái niệm này phản ánh có quan hệ suy ra nhau không. 


Ví dụ, ở năm đầu của cấp ba, trong đại số có học tập hợp, ánh 
xạ, ánh xạ một một và ánh xạ nghịch, v.v..., lấy những khái niệm 
này làm cơ sở để xây dựng nên khái niệm hàm số ngược. Đó là 
khái niệm quan trọng trong toán học phổ thông. Đồng thời trước 
đó đã học tính đơn điệu của hàm số và khái niệm chãn lẻ của hàm 
số. Như vậy, sau khi ta đã hiểu được bản chất hàm số ngược là 
do ánh xạ ngược xác định thì cần phái từ góc độ tính chất của 
hàm số để phân tích hàm số ngược gồm có những tính chất của 
hàm số để phân tích hàm số ngược gồm có những tính chất gì ? 
Đặc biệt là phải liên hệ với tính đơn điệu và tính chãn, lẻ của hàm 
số để mà phân tích. 


Quan hệ của hàm số ngược và tính đơn điệu. Hàm số ngược và 
nguyên hàm có phải có tính đơn điệu giống nhau không ? Tính 
đơn điệu của hàm số có phải là điều kiện cần và đủ để tồn tại 
hàm số ngược ? 

Quan hệ của hàm số ngược và tính chẵn lẻ. Nguyên hàm là 
hàm số lẻ thì hàm số ngược của nó cũng là hàm số lẻ phải không ? 
Nguyên hàm không lẻ không chẵẫn thì có phải là hàm số ngược 
'của nó cũng là hàm số không lẻ, không chắn ? Tức hàm số ngược 
và nguyên hàm có phải là có tính chãn lẻ giống nhau ? 

Những vấn đề này trong sách học chưa cho kết luận đẩy đủ, 
còn chờ ta làm sáng tỏ trong quá trình học tập. 
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Chỉ cần suy nghĩ cẩn thận hai vấn đề trên thì sẽ rút ra kết 
luận dưới đây : 

Kết luận 1 : Hàm số đơn điệu tất có hàm số ngược và hàm số 
ngược cùng nguyên hàm có tính đơn điệu giống nhau. 

Kết luận 2. Tính đơn điệu của hàm số là điều kiện đủ để tồn 
tại hàm số ngược : 


,x€CÍ[-l,0 
Ví dụ. Hàm số f(x) = vn ] 
¬x +1, x C[0,1] 
Rõ ràng f(x) không đơn điệu ở [-1,l]; nhưng tồn tại hàm số 
ngược f'!{x), ƒ'!(x) = f(x) (hình 21-11). 


Kết luận 3. 


1) Tồn tại hàm số lẻ của hàm 
số ngược, hàm số ngược của nó 
vẫn là hàm số lẻ. 

2) Tồn tại hàm số không 
chẩn, không lẻ của hàm số 
ngược, hàm số ngược của nó vẫn 
là hàm số không chãn, không lẻ. 


ờ 


iii) Chú trọng tính chặt chẽ 
trong suy xét uốn đề. Suy xét Hình 21-11. 
vấn đề một cách kín kế, nghiêm 
ngặt là tiêu chí quan trọng của tính tư duy sâu sắc. Tính trừu 
tượng của toán cấp ba rất cao, rất nhiều vấn đề được đưa về kiến 
thức thuộc phạm vi lấy giá trị của các đại lượng bằng chữ hoặc 
mối quan hệ giữa toàn bộ và bộ phận. Ỏ đây vừa có vấn đề về đại 
số vừa có vấn đề về hình học. Do đớ, trong quá trình giải bài tập 
nhất định phải bồi dưỡng thành thới quen suy nghí kín kẽ, nghiêm 
ngặt, tuyệt đối không được phiếm diện, hoặc cho vấn đề đó là 
đương nhiên. Đồng thời phải bồi đấp nền tảng kiến thức, tích lũy 
kinh nghiệm, hiểu rõ làm thế nào cho suy nghí vấn đề được chặt 
chẽ, kín kẽ. 
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VÍ dụ 1. Giải phương trình logẹ s„x — 2logy„ x = 0. 
Có học sinh thay cơ số và biến đổi được : 


1 3 
log0ðx_— log4x= g) 
- II) 2 š 
Tứ 1 -Tgg3 —1+2logy8 TỦ È) 
1 
Chỉnh lÍ xong ta được :  log 2 = tỉ (8) 
= 16 


Có phải bài này chỉ có một `. số ? Thực tế thì x = 1 cũng là 
đáp số của bài toán. Vậy ở bước biến đổi nào có vấn đề ? Phân 
tích quá trình giải ta thấy ở bước 1, khi thay cơ số và biến đổi 
thành phương trình (1) đã co hẹp khoảng xác định của hàm số : 


1 KP 
từ ban đầu x > 0 và x # 2, x “ ¡ biến thành x > 0Ó và x # 1, 


1 
xz2,xz Ti mà phạm vi thu nhỏ lại vừa đúng nghiệm của phương 


trình ban đầu. Xem thường phương trình biến đổi gây nên thu 
hẹp khoảng định nghĩa, dẫn đến bỏ sót nghiệm đó là một biểu 
hiện cụ thể tư duy không chặt chẽ. Đối với đề này, nếu dùng cách 
thay cơ số log thông thường thì không gây ra thay đổi khoảng 
định nghĩa, nên sẽ không bỏ sót nghiệm. Phương trình ban đầu 
có thể biến đổi như sau -: 


-lx _ 2x _ 
Ig0,5x — lg4x 
tức l2 r0 = _2_ ¬ 
: ìg0,5x ve 
vì lgx = 0 (1) hoặc ——=c tru 5x “E= =0 (2) 


Từ (1) được x = 1, từ (2) được 
2lg2 + lgx - 2lgx + 2lg2 = 0 


nên lgx = 4lg2 do đó x = 16 
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Kiểm tra thấy x = 1, x = 16 phù hợp với phương trình đã cho. 
Nên tập nghiệm của phương trỉnh là {1,16}. 

Trong hỉnh học lập thể có khái niệm về góc phẳng nhị diện. 
Xem ra khái niệm này có vẻ dễ hiểu và dễ nắm vững, nhưng nếu 
không chú ý cũng dễ mắc sai lầm 


Ví dụ 2.. Biết điểm P trong góc nhị diện œ - a - Ø. Khoảng 
cách từ P đến hai mặt phẳng c và ổ là PA = 8cm, PB = ðem và 
AB = 7cm. Tìm độ lớn góc nhị diện œ« - a - Ổ. 

Các bạn học sinh đều biết, 
muốn đo góc nhị diện là nhờ 
vào mặt phẳng của nó. Do đó 
làm sao vẽ ra góc nhị điện là 
điểm then chốt. Có học sinh 
cho rằng điều đó rất dễ : qua 
hai điểm A và B lần lượt vẽ 
các đoạn thẳng vuông góc với 
giao tuyến a, giả thiết nó cắt 
a tại C (hình 21~12). 


Ta có thể nghỉ ngờ hỏi : vÌ sao chân hai đoạn thẳng vuông góc 
với giao tuyến A đều ở C ? Rõ ràng, nói chung từ hai điểm A, B 
ở trong hai mặt phẳng giao nhau hạ các đoạn thẳng vuông góc 
xuống giao tuyến a thì vị trí chân các đoạn thẳng đó là hai điểm 
khác nhau. Cho nên vẽ góc nhị diện như thế là không có căn cứ. 
Không giải thích rõ vì sao chân hai đoạn thẳng vuông góc đó bắt 
buộc tại một điểm chung, đó cũng là biểu hiện tư duy chưa chặt chẽ. 


P 


Hình 2I—-12 


Thực tế thỉ có thể chứng minh chân hai đoạn vuông góc tất 
phải cùng một điểm. VÌ PA L œ ở A, nên a L PA và a L PA, nên 
a L1 mpPAC. 

Tương tự, a L PBD nên mpPAC và mpPAD trùng nhau, do đó 
C, D trùng nhau. 


Trong chứng minh trên, ta đã tìm được cách vẽ đơn giản góc 
phẳng nhị diện : 


217 


Qua PA, PB vẽ mặt phẳng ÿy gặp a ở C. Ta có : 


œ« ñy = AC,Ø8ñn y = BC. vì PA L œ PB L Ø nên a L PA, 
a 1 PB. " 


Vì a 1 y, nên a L AC, a L BC nên ABC là góc phẳng nhị diện 
œ«— a — Ổ. 


3. Tư duy linh hoạt. Tư duy linh hoạt là chỉ trong quá trỉnh giải 
quyết vấn đề, có thể nhanh chóng chuyển từ hướng tư duy này sang 
hướng tư duy khác. Lúc gặp đề khó, có người kế này không thành 
thì tìm ra kế khác, có người thì chịu, loay hay mãi không ra. Qua 
đó thấy rõ tính linh hoạt trong tư duy của họ rất khác nhau. 


Người tư duy linh hoạt mạnh, biểu hiện ở tính ứng biến rất 
cao. Họ không những dễ tìm được cách giải quyết vấn đề, mà còn 
nhanh và phương pháp tốt. Luôn chú.ý bồi dưỡng tính tư duy linh 
họat không những có lợi cho tính tư duy độc lập mà đối với năng 
lực tư duy sáng tạo cũng có tác dụng rất quan trọng. 


Từ những mặt nào để bồi dưỡng tính tư duy linh hoạt ? 


Ù Diễn đạt nhiều cách khác nhau một mệnh đề hay vấn đề nào 
đó. Ta biết rằng : hiểu sâu vấn đề cần giải quyết là then chốt để 
giải quyết vấn đề. Độ sâu của sự hiểu biết này chủ yếu thể hiện 
ở nắm vững bản chất vấn đề và biểu đạt nó dưới những dạng khác 
nhau. Học cách biến hóa thay đổi sự diễn đạt vấn đề không những 
có lợi nối thông các kiến thức liên quan với nhau mà còn có lợi 
cho việc vận dụng linh hoạt các kiến thức. 


Trước hết ta xem xét một mệnh đề đơn giản "a so với b lớn 
hơn 8", ta có thể viết thành nhiều mệnh đề mà ý nghĩa như nhau 
như : "b nhỏ hơn a 3ä" "a trừ 3 bằng b" "b cộng 3 bằng a" "trên trục 
số lấy điểm a nằm bên phải điểm b 3 đơn vị" "số không lớn hơn b 
ö đơn vị thì không phải là a", "a + 1 lớn hơn b 4 đơn vị" v.v... 

Dưới đây có những mệnh đề phức tạp hơn. 

Nếu ab = 2. (a, b là số thực) thì hệ phương trình bậc nhất 


ax + 2y = 6 


\34.bø 28 vô nghiệm hoặc vô số nghiệm. 
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Có thể viết lại mệnh đề đó như sau : 
Nếu a.b = 2 (a, b là số thực) thì hai đường thẳng ax + 2y = 6 


và x + by = -3 song song hoặc trùng nhau ; 

Nếu ab = 2 (a, b là số thực) thì hệ phương trình bậc nhất 
ax + 2y = 6 2 š = 
XI: Sơ = -8 không thể cố một nghiệm duy nhất ; 


Nếu ab = 2 (a, b là số thực) thì hai đường thẳng ax + 2y = 6 
và x + by = -3 không thể cắt nhau ; 
ax + 2y = 
x +by = 
nhất một nghiệm thì ab # 2. 


Nếu hệ phương trình s8, b là số thực) có duy 


Đương nhiên, nếu cần ta còn có thể thay đổi cách diễn đạt nữa. 


Dưới đây nêu hai ví dụ về toán cấp ba. 


ví dụ 1. Giả thiết hai số phức z¡ và z; thỏa mãn quan hệ 
Z2; + AZ¡ + ÀZ; = 9, trong đố À là số phức khác không. Chứng 
Z¡+A Z¡+A 
BỀN Vnn mang 
Đây là đề thi vào đại học năm 1987, là một trong những đề 
học sinh làm điểm thấp, rất nhiều học sinh cảm thấy không biết 
bát đầu từ đâu, dữ kiện cách kết luận quá xa. Kì thực là chỉ cần 
- 2Z:¡+A 
quan sát kí điều cần chứng minh thì sẽ phát hiện Z+A là một 
số thực dương, hơn nữa đúng bằng mô đun của nớ. Do đó ta biến 
đổi kết luận của mệnh đề : 
Z¡+A _2i†Â 
ĐA ÔN U 2 VN 
từ vấn đề chứng minh đẳng thức sang trước hết chứng minh 
Z¡ +A 
LÃ ›+AÁ 


Thử chứng mỉnh ——_- > 0. Như vậy chuyển 


là một số thực dương. 
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Chứng minh như sau : 


Z¡+A_ (74†+A)72+A) Z422+AZ2+AZI+AA A|2 - 
= —— nh = 0 
Z2¿†+A_ (Z;+A)(2;+3) |Zz+ AI 2 Z2+Al? d 


Ví dụ 9. Giả thiết a và b là hai số dương khác nhau, m là số 
am+bm. ,a+b.m 
2 (z) 

Loại đề này thường dùng phép qui nạp để chứng minh, nhưng 
khi chứng minh n = k+l, làm sao để lợi dụng được giả thiết của 
phép qui nạp là không dễ. Nếu chú ý đến đặc điểm kết cấu 
a+b 


nguyên lớn hơn 1. Chứng minh 


của vế phải, đặt ẩn số phụ 


2 
. a+b 
a=u+v SG} 
Đặt thì ta có thể biến đổi đề thành 
b=u-—-vw a—=b 
v= 5 z 0 


"Giả thiết u > 0, v z 0, m là số nguyên lớn hơn 1, chứng minh 
1 
BÍ + v)m + (u — v)"Ì > u””, 


Do đó chỉ cần triển khai theo định lí hai số hạng và đơn giản 
vế trái thì sẽ giải quyết thuận lợi. 

Đối với các vấn đề toán học cũng có thể biến đổi cách diễn đạt. 
Ví dụ "Tìm xem với giá trị nào của m, phương trình x2 + 2x + m 
+ 1 = 0 không có nghiệm thực" ? Các bạn học sinh đã động não 
tích cực, đề xuất bốn cách diễn đạt khác nhau như sau : 


- Tìm khi m có giá trị nào, giá trị của x2 + 2x +m + 1 luôn 
lớn hơn không ? 

~ Với giá trị nào của m, đồ thị parabol y = x2 + 2x +m + 1 
không cắt trục x ? 

- TÌm giá nào của m, đồ thị hàm số bậc hai y = x2 + 2x + m + 1 
nằm phía trên trục x ? 
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__ Nếu parabol y = x2 + 1 ở phía trên đường thẳng y = -2x - m, 
tìm phạm vi lấy giá trị của m ? 


Bốn cách diễn đạt ở trên đã liên kết việc thảo luận nghiệm của 
phương trình bậc hai với vấn đề giải bất đẳng thức bậc hai, giữa 
đồ thị hàm số bậc hai với vị trí trục x, giữa đường cong parabol 
với vị trí đồ thị hàm số bậc nhất. Như vậy không những đã nối 
thông những kiến thức bọc từng đoạn trước đây, làm cho nó hệ 
thống hóa mà còn tiến một bước sâu thêm hiểu ý nghĩa hỉnh học 
đối với bất đảng thức bậc hai và nghiệm của phương trình bậc hai. 


Từ ví dụ biến đổi hỉnh thức diễn đạt ở trên, cớ thể qui nạp ra 
các phương pháp quan trọng để biến đổi cách diễn đạt như sau : 


1) Liên tưởng. Từ các điểm giống nhau của các kiến thức khác 
nhau mà liên tưởng, kết hợp với hình mà liên tưởng. 


2) Phân giải : Chia một vấn đề ra thành nhiều bộ phận liên 
quan với nhau, tổ hợp thành một vấn đề mới (như cách diễn đạt 
thứ tư), đó là cách diễn đạt có tính sáng tạo độc đáo. 


i) Tìm cho hết các điều kiện có thể có. Trong mệnh đề œ« = 
trong trường hợp thông thường œ và Ø không chỉ là một điều kiện 
mà là một nhớm điều kiện. Trong toán, người ta gọi ổ là điều kiện 
cần của œ. (Có thể hiểu như thế này : mệnh đề œ« => Ø cùng với 
mệnh đề ngược phủ định của nó : không phải ổ => không phải œ 
đều là thật, tức là không cớ điều kiện Ø thì không có điều kiện œ, 
do đó ổ là điều kiện không thể thiếu để œ được thành lập). Gọi œ 
là điều kiện đủ của Ø (có thể hiện như sau : từ « = ổ, có thể thấy, 
muốn cho điều kiện Ø thành lập chỉ cần có điều kiện œ là đủ, 
không cần có bất kỳ điều kiện nào nữa). Đối với điều kiện œ, sẽ 
nảy ra những kết luận gì ? tức điều kiện cần của œ là những gì.? 
Tương tự, đối với điều kiện Ø điều kiện đủ để thành lập nó là gì ? 
Thành thạo trong việc tìm ra các điều kiện có thể có là điều kiện 
không thể thiếu được để bồi dưỡng khả năng tư duy linh hoạt. 
Dưới đây nêu một ví dụ về tìm điều kiện cần. Ví dụ này học sinh 
cấp hai có thể làm được. Nếu bạn đã học về hai tam giác bằng 
nhau thì nên thử xem. 
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VÍ dụ 1. Trên hình 21~13, Í= 2 AB = AC, căn cứ vào các 
điều kiện đã cho đớ, bạn có thể rút ra kết luận gì ? 


Ta rất đễ nhớ đến nhiều kết luận : 


^ ^ ~——— ~_—— ñ 

l1) B=C. 2) ADB = AEC, 3) AD = AE. 
4 AABD = AACE.  5)BD=CBE.. 

6) BAD = CAH. 7) BAE = CDA 

8) BE = CD. 9) ABAE = ACAD. 


SBAD BD 


10) ĐBAE = ĐCAn: 11) SHát = BE 


12) Các vòng tròn ngoại tiếp A 
của hai tam giác ABE và ACD 
bằng nhau. 


Ta lại xem tÌm điều kiện đủ 
như thế nào. VÍ dụ thử tổng 
kết xem trong hình học muốn 
chứng minh hai đoạn thẳng 
bằng nhau cần có những điều 
kiện nào ? Khi làm bài chứng 
minh, để mở ra hướng suy 
nghĩ, cần phải thạo dựa vào 
điều kiện đã biết và điều cẩn Z 8 co cẾ 
chứng mỉnh, cố tìm ra những 
điều kiện để đi đến kết luận. Hình 21 - 13 
VÍ dụ 2. Cho hình vẽ 21 - 14, E và F là hai điểm trên đường 
chéo ÁC của hình bỉnh hành ABCD và AE = FC. 


Chứng minh BE = DE. 
Phân tích : Điều kiện đủ để BE = DF là gì ? Kết hợp với các 
điêu kiện đã cho, tối thiểu có thể tìm ra bốn cái. 


AABE = ACDF 
ABEC = ADFA 
BE = DF ©ABEF = ADFE (nối BE, DF) 
Tứ giác BEDF là hình bình hành 
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Trong bốn điều kiện trên, 
ba điều kiện đầu là hai tam : › 
giác bằng nhau, còn điều 
kiện thứ tư là hình bình 
hành, đó là điều kiện độc 
đáo khác của ba điều kiện 
trước. C 

Sau khi tìm được các điều Hình 21-14 
kiện còn phải so sánh 
chúng, xem cái nào dễ chứng minh hơn, từ đó mà tìm ra phương 
pháp chứrg minh ngắn gọn đơn giản. 


1i) Tim nhiều cách giải khác nhau. 


VíÍ dụ 1. Tính (§ 4 8)” = E = B)”. 


Cách giải 1. Lợi dụng hằng đẳng thức đáng nhớ để triển khai 


mm : «ề s2 
Phép tính ban đầu = Kt +5x +28} _ (+-5x+28) = 10. 
Cách giải 2. Phép tính có dạng hiệu của hai bình phướng, ta 

áp dụng ngược hằng đẳng thức đáng nhớ : 


Phép tỉnh ban đầu = (§ +5 +;—5)(g+ð~5 +8) = x x 10= 10x 


2 2 
Cách giải 3. Quan sát cơ số số hạng thứ nhất và thứ hai chênh 


nhau 10 tức là Gõ +8) - (§ — ð) = 10, từ đố ta nhớ đến biến 
đổi số hạng thứ nhất thành dạng khác. 

Phép tính ban đầu = : 

(§ ~õ+10)?~ (§ —8)?= (§ —8)”+20(s —B) + 100 =(Š -8)” 


= 10x 


So sánh ba cách giải, bạn cảm thấy cách nào hay hơn ? 
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VÍ dụ 2. Biến đổi x3 + x2y - xy2 - y3 thành dạng tích. 
Cách giải 1. Phân số hạng 1 và 2, số hạng 3 và 4 thành nhóm. 
Biểu thức ban đầu = (x2 + x2y) - (xy2+y3) _ 


x2(x + y) - y^(x + y) 


(x + y)(x2 - y2) 


(x +y) + y)(x - y) = (x + y)2(œ - y) 


Cách giải 2. Nhóm các số hạng 1 và 3 lại, các số hạng 2 và 4 
lại, có : 


Biểu thức ban đầu = (x3 - xy?) + (x2y - y3) 


= x(x2? - y2) + y(x2 - y2) 


(x2 - y?)(x + y) = (x+y)( - y)(x + y) 


(x + y)2( - y) 


Cách giải 3. Nhóm các số hạng 1 và 4, số hạng 2 và 3 lại, ta có : 
Biểu thức ban đầu = (x3 - y3) + (x2y - xy?). 


lì 


(x - y)(2 + xy + y2) + xy(%x - y) 


(x - y)(x2 + xy + y2 + xy) 


(x - y)œ + y)2 


Cách giải 4. Ta quan sát thấy hai số hạng đầu và hai số hạng 
sau có đặc điểm đối xứng, dùng y hoặc -y thay cho x thì giá trị 
của biểu thức bằng không, điều đó chứng tỏ x = y hoặc x = -y 
đều là nghiệm của đa thức, cho nên (x + y), (x - y) là thừa số của 
đa thức trên. Chia đa thức cho (x + y)(x - y) thì ta sẽ được một 
thừa số nữa. Cụ thể là 


x3 †+ x2y — xy? — yŸ 
&ty)& =y). 


Do đó biểu thức cũ = (x + y)2(x - y) 


= (“ †+y) 
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Cách giải 4 không nhóm các số hạng lại để phân tích mà dùng 
cách chia đa thức cho đơn thức là cách giải mới, độc đáo. 


VÍ dụ 3. Giả thiết P và Q 
là hai điểm cố định trên đoạn 
thẳng BC và BP = CQ. A là 
điểm di động ngoài BC (hỉnh 
21 - 15). Khi điểm A di động 
đến khiến cho BAP = CAQ 
thì tam giác ABC là tam giác 
gì ? Chứng minh kết luận của 
bạn (Đề thi cho học sinh cấp 
hai toàn Trung Quốc năm 
1986). 


Dễ biết được khi điểm A 
chuyển động đến khiến cho Hình 21 — 15 
BAP = CAQ thì tam giác 
ABC là tam giác cân. Nhưng làm sao để chứng minh sự phán đoán 
đó ? Rất nhiều học sinh vò đầu nặn óc, mất gần một giờ mà vẫn 
làm không ra. 

Có thật khó đến thế không ? Ta thử xét xem sao. VÌ hai tam 
giác ABP và AC@Q có đáy BP = CQ, cùng chiều cao nên diện tích 
của chúng bằng nhau. Góc BAP = CAQ, ta nhớ đến tỉ số diện 
tích hai tam giác bằng tỉ số tích của hai cạnh ở hai bên góc bằng 
nhau. 

Chứng minh I. Trong tam giác BAP và CAQ, vì BP = QC và 
hai tạm giác có chiều cao bằng nhau, nên ŠpAp = ScaAo: lại còn 


. cố BAP = CAQ, cho nên 


A 


AB.AP = AC.AQ q) 
Tương tự `BAQ = SCAP nên cố 
AB.AQ = AC.AP (2) 


Nhân (1) với (2) được AB2 = AC2. Nên AB = AC, do đó tam 
giác ABC là tam giác cân. 
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Chứng minh 2. (Phép phản chứng). Giả thiết AB z AC, ta giả 
thiết AB > AC thì B < C QPA < AQP. Do đớ AP > AQ (1) 


` AP _ BP QC  AQ 
: snB 2 sinPAB sinQAC  sinC 


Từ đó mà có AP.AB = AQ.AC. 
VÌ AB > AC cho nên AP < AQ (2) 


(1) và (2) mâu thuẫn nhau, cho nên AB = AC tức tam giác 
ABC là tam giác cân. 


Chứng minh 3. Như trên hình 21 - 16, vẽ vòng tròn ngoại tiếp 
tam giác ABC, kéo dài AP, AQ phân biệt cát đường tròn ở E và 
£,. Nối BE và » và CE. Vì BAP = CAQ cho nên BÊ = CF, tức BE = CF, 
FBC = FCB. Lại vì BP = QC cho nên tam giác BBP = ACFQ, 
nên E = E. 


Do đó AB = AC, vậy tam giác ABC là tam giác cân. 


Hình 21-16 Hình 21-17 
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Chúng minh 4. Trên hình 21 ~ 17 vẽ vòng tròn ngoại tiếp tam 
giác ABC, kéo dài AP vi và AQ cắt : đường tròn ở E và F. Nối CE và 
BF, Vì BAP = CAN, nen BCB = fBÒ, 6b = ẾỲ, nên 
BEF = ÉFÈ. Lại vì BP = QC, nên BQ = PC, ta có 

_ — >> ~”~ 
ABFQ = ACEP, BFQ = CEP nên BEFA = CEA nên AB = AC, 
tam giác ABC là tam giác cân. 

Chứng mính ð. Cho hình 21 - 18, vẽ AE // BC, BE //¡ AP, nối QE. 
Dễ chứng minh được hai tứ giác EBPE, AEQC là hình bình hành. 

_———m _—7~ —7T >> — 

- BBA = BẠP = CAQ = AQE, nên A, E, B, Q là bốn điểm 
nằm chung trên đường tròn. Do đó ABC = C. 

Nên AB = AC, tam giác ABC là tam giác cân. 

Chứng mình 6. Tạo ra các tam giác tương tự, lợi dụng tính chất 
các tam giác tương tự có góc bằng nhau để chứng minh AB = AC. 

Như hỉnh 21 - 19, qua các điểm P, Q ta vẽ các đoạn thẳng 
PDLABởD,QE L ACởEB. 


AB b 
z_ BA 
lại VI BẠP =. CAO cho nền 'AÄDE2s.ÄÄÊG Háu S = À9, Cho 
PDT” AP 
p E 
8 € 


Hình 21 - 18 Hình 21 — 19 
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nên n = » vậy ABAQ ~ ACAP. Cho nên B= ễ. Hước 
AB = AC, tam giác ABC là tam giác cân. 

Chứng minh bất đảng thức vừa là một trọng điểm của đại số 
cấp ba, vừa là vấn đề khó, rất nhiều học sinh lúng túng. Thực ra 
căn cứ yêu cầu độ khó của chương trình dạy ở trung học mà nói 
thì không phải là khó lắm đâu. Chỉ cần thành thạo trong việc 
nối thông được giữa dữ kiện và kết luận thì rất nhiều bài toán có 
thể tìm ra nhiều cách giải. 


: 1 1 1 
Ỉ : Í ñ + — + è= +... +— . 
Vị dụ 4. Chứng minh 1 RDj Võ 5n >Ỷn 


Cách chúng minh 1. Phương pháp tổng hợp (cách co giãn). 


Chú ý đến vế trái bất đẳng thức có n số hạng, vế phải chỉ một 
số hạng có thể biến đổi thành : 


nÝn n 1 1 1 
= —— = == —= † 7= †+.. + —= 
ýn n n Vn n n 
1 1 1 l 1 n 
1 + —= +—+1..+i => _--†..+i- -=-_-=- : 
2 3 . n n {an Vn ýn 
`—x+——— 


n số hạng. 


Cách chứng mỉnh 2. Phương pháp tổng hợp (bất đẳng thức bình 
quân) \ 


k ` SN H “1⁄2 =Vn 
=n. W1? can >n" jmn =n.n '“ = n 


Cách chứng mỉnh 3. Phép quy nạp toán học. 


Khi n = 1, vế trái bằng 1, vế phải bằng VI = 1, đẳng thức 
thành lập. Giả thiết khi n = k đẳng thức vẫn thành lập, tức 
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1 1 1 
lI?=+esäs+'†+— thì khi n = k = Ì, có 
W2 về HN {k in có 
c1 tac 4 =:#'— : 
2 v3 {k  Vk+l V+I ˆ 


k(k + + k+l 
VU ` 
k+l “HT 


Cho nên khi n = k + 1 đảng thức thành lập, từ đó mà khi 
n €N đảng thức thành lập. 


Từ nhiều cách giải trên thấy rõ, những hướng suy nghĩ khác 
nhau trong giải đề đến với ta là do sự cảm thụ ban đầu của ta 
đối với các điều kiện đã cho rất khác nhau. Tương tự, đối với một 
nhóm điều kiện đã cho vì chúng có mối liên hệ với các định lí 
khác nhau nên trọng tâm của sự cảm thụ cũng khác nhau. Ví dụ, 
trong chứng minh † của ví dụ 3, từ điều kiện BP = QC, P, Q là 
hai điểm cố định trên đoạn BC, hai tam giác BAP và CAQ có 
chung đỉnh A nên ta cảm giác được các cặp tam giác BAP và CAQ, 
tam giác BAQ và CAP có diện tích bàng nhau. Còn trong chứng 
minh 3, từ điều kiện P, Q là hai điểm cố định trên đoạn BC, A là 
đỉnh chung của hai tam giác BAP và CAQ, BAP = CAQ ) nên ta 
cảm giác được tam giác ABC nội tiếp trong đường tròn, BAP và 
CAQ là hai góc chắn những cung bằng nhau trên vòng tròn ngoại 
tiếp tam giác ABC. Cảm giác khác nhau sẽ nảy ra một chuỗi liên 
tưởng khác nhau, dẫn đến những cách giải khác nhau. 


Học được cách cảm thụ các điều kiện đã cho trên nhiều hướng 
khác nhau sẽ rất có lợi cho việc mở rộng hướng suy nghỉ. Song 
sự cảm thụ phong phú đó phải nhờ vào kiến thức phong phú. Cho 
nên muốn nâng cao tính tư duy linh hoạt đòi hỏi phải đặt nền 
móng kiến thức tốt, không ngừng tổng kết phương pháp và quy 
luật giải bài tập. 

Bạn đọc có thể luyện với các đề dưới đây : 

A. THAY DỔI PHƯƠNG PHIÁP DIỄN DẠT 

1) Nếu ab = 0 thì trong a, b tối thiểu có một số bằng không. 
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2) Giáp đến sớm hơn Ất nửa giờ. 

3)az0,bz 0. 

4) Ba điểm A, B, C chung đường thẳng (tức ba điểm A, B, C 
nằm trên cùng đường thẳng). 

5) Biết P là điểm trên đường thẳng l, nó cách điểm A& nằm 
ngoài đường thẳng là 10, góc làm thành bởi đoạn PA và đường 
thẳng 1 là 60°. Tìm trên Ì một điểm M sao cho khoảng cách từ nó 
đến A ngắn nhất. 

6) Nếu đồ thị của hàm số bậc hai y= Kx2 + (K - 3)x + 1 cắt 
trục x tối thiểu một điểm ở bên phải gốc tọa độ, thử tìm phạm vi 
của tham số K. 

B. VIẾT CÁC LOẠI DIỀU KIỆN CÓ THỂ : 


1) Đồ thị hàm số bậc M 
nhất y = Kx +b như hình 
21 - 20, căn cứ các điều 
kiện đã cho, bạn có thể 
nêu ra những kết luận 
gì ? 

2) Viết điều kiện đủ 
cho 4 điểm cùng nằm 
trên một đường tròn. 

3) Viết điều kiện đủ 
cho hai tam giác có diện 
tích bằng nhau. 


hình 21—20 


ii) Thạo về nghĩ lật 
ngược lại. Trong một bình đựng cả dầu thơm và dấm. VÌ tỈ trọng 
của dầu thơm nhỏ hơn dấm nên dầu thơm nổi trên mặt dấm. Bây 
giờ muốn lấy dấm ra trước, hỏi phải làm thế nào ? 


Rõ ràng, cách nghỉ theo thới quen là cứ thế mà đổ và như thế 


chỉ đổ được dầu thơm ra trước. Có người nghỉ ra cách rất hay : 
dùng nút nút chặt miệng bình lại, lật ngược bình lại, kết quả dấm 


230 


xuống dưới, dầu thơm nổi lên trên. Chờ một lúc rồi mở dần nút 
ra, dấm sẽ ra trước. Cách nghĩ này hay quá ! Nó hay là ở chỗ "lật 
ngược lại", tức nghỉ theo hướng ngược lại. Nghí ngược lại có thể 
giúp ta mở ra bầu trời mới. 

Muốn làm cho mình nghĩ ngược trở lại một cách tự nhiên, nên 
thường xuyên bồi dưỡng và rèn luyện một cách có ý thức. 


Trong toán có rất nhiều vấn đề đảo ngược lại. 


Ví dụ, mỗi lần học định lí, quy tác hoặc công thức mới đều thử 
nghỉ xem mệnh đề ngược của nó là gì ? Mệnh đề ngược có đúng 
hay không ? Học xong luật phân phối của phép nhân a(b + c) = 
ab + ac dễ biết được mệnh đề ngược của nó là ab + ac = a(b + c). 
Mệnh đề ngược này cũng đúng. Nhưng tổng các đại lượng bằng 
nhau sẽ bằng nhau, tức a = b,ce = dthìa+c =b+d. Mệnh đề 
ngược của nớ là : "nếu a + = b+d thì a = b, c = d' rõ ràng 
không thành lập. Chỉ cần cử một ví dụ ngược là sẽ thấy rõ điều 
đó. Lấy a = 1,b = 2,c = -3,d= -4. Mặc dù có l +(-3) = 2+ 
(-4) nhưng 1 # 2, -3 # -4. 


Dùng ngược công thức để giải là ví dụ điển hÌnh của cách nghĩ 
ngược lại. Ví dụ công thức hóa trong giải các đề phân tích thành 
thừa số. Trong tam giác lượng, cách dùng ngược công thức được 
sử dụng rộng rãi, như công thức cộng góc. 

ˆ1) sin (« + Ø) = sinœcosổ + sinfổcosœ 
Cách viết ngược là : sin«cosØ + sinØcos« = sin( + ổ) 
2) cos(œ + ổ) = cose«cosổ — sinesinổ 


Cách viết ngược là cosecosổ - sin«sinổ = cos(œ« + ổ) 


t +t 
3) te + 6) “ TẾ me7 
tgo + tgổ 


Cách viết ngược là 1 = tg(« + ổ). 


— tge4gổ 
Trong sách giáo khoa có rất nhiều vấn đề dùng công thức cộng 
góc viết ngược. Tiện đây cử vài ví dụ. 
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VÍ dụ 1. Không tra bảng, tỉm giá trị các phép tính sau : 
1) sin!49cos16° + sin16°cos14° 


2) cos(36° + x)cos(B4° -— x) -— sin(369° + x)sin(549 ~ x) 


3) tg12 +tg3® 1 -tgli 
1 -tg12tg33° 1 +tg12 ` 


VÍ dụ 2. Chứng minh 
tg2x — tg^y 


=t +y)t - 
1t 2113 gíx + y)tg(x - y) 

Đó là những ví dụ rất rõ về dùng ngược Xi thức cộng góc. 
Đề nghị độc giả tự giải. 


Ví dụ 3. Đơn giản biểu thức sin50°(1 + V3 tg10Œ). Phân tích : 
trong biểu thức có sin50° và tg109, ta viết tg dưới dạng sin/cos 
rồi triển khai ra. 


V3sin1œ 


sin50°(1 + Ý3 tg109) = sin50° & IEP TS ) 


() 


2 ( š cos10 + KD sin10) 
8in 0S. (2) 
cosiŒ 


2sin50. sin30°cos109 + cos309sin10o (3) 
cosli@œ 


Bi sin4œ z sin80œ = cosiœ `. 4) 
coslœ cos1œ cos1œ 


Trong quá trình giải ở trên, dễ nhận ra rằng, từ bước (2) sang 
bước (3) ở vế phải xuất hiện công thức cộng sin, như vậy dùng 
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ngược công thức cộng sin của góc sẽ làm cho phép tính đơn 
giản đi. 

Các dãy tính, quy tắc và công thức đều xuất hiện dưới dạng 
đẳng thức. Mệnh đề ngược của chúng đều là mệnh đề thật. Ví dụ 
cách bỏ dấu ngoặc và thêm dấu ngoặc vào là một cặp mệnh đề 


£ m n 
thuận ngược thật. Phép tính lũy thừa an = {am (a > 0,m, n là 


n m 
số nguyên dương) với {am = an đều là thật. Phép tính log 
log,(MN) = logạM + log,N (a > 0 và a # 1,M,N > 0). 


Với log,M + log,N = log,(MN) (a > 0 và a z 1,M, n > 0) đều 


2 


1 : 
là thật. Công thức diện tích tam giác S = zah và ah = § đều b. 
~ 


là thật. 
1. 1 : cà 4 

Š= øs absinC và ø absinC = § đều là thật. Hiểu được quy tắc 
các phép tính, các quy tắc và công thức đều có tính đối xứng, ta 
sẽ yên tâm mạnh dạn áp dụng mệnh đề ngược.của chúng để giải 
toán. 

Dưới đây cử ví dụ áp dụng ngược công thức hiệu của hai số 

b~a 


1 1 
nghịch đảo Pin: "n2 nà mà trong thực tế rất hay dùng. 


Cho biết a, b, c là các số thực khác nhau. Chứng minh : 


b—c +o——°s=a h a-b _ 2 2 2 
(a-b)a-e) (Œ-c)Œ-a) (c-a)@-b) a-b b-c c-a' 


Đối với đế này nếu dùng cách hòa đồng mẫu số vế trái để 
chứng minh thì quá trình tính rất phức tạp. Có cách gÌ ngắn gọn 
không ? Quan sát các số hạng ở vế trái ta thấy tử số vừa đúng 
bằng hiệu của hai thừa số của mẫu số : b - c = (a - c) - (a — b); 
(c-a) =(b-a)~—(b~c);a-b=(c-b)-(c- a). Điều đó 
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: -. Ề : R + ba 1 „ 
gợi ta nhớ đến dùng ngược công thức 1n tức 
_b-c L__ 

(a-b)\(a—=)  a-b a-e' 
b~c c—a a—=b 
l v = 
Do đố ca =Đfa=o T®-=e®=a) "@-s)€-Đ) 
"=¬.ˆ `... ..... 
_ a-=-b a-c b-c ba c-a c-b _ˆ 
"mm... “. 1. nan... 
"“ a=b ca b_—c =b  c-a b_—c - 
2 2 2 


“a=-b M b~c M c—a 

Dùng ngược công thức, quy tắc, các phép tính có thể làm cho 
quá trình giải nhanh, đơn giản, cho nên phải tăng cường tập 
dùng ngược, từ không biết đến biết, từ chưa thành thạo đến 
thành thạo. 

Ngược lại ngoài việc muốn dùng ngược các quy tắc phép tính, 
công thức, quy tắc và định lí ra còn phải biết dùng cách suy ngược 
hoặc từ mặt trái của điều cần chứng minh để giải bài tập. 

Có một số đề toán, quan hệ khá phức tạp, từ điều kiện đã biết 
trực tiếp bắt tay vào giải, có lúc giữa đường sẽ mất phương hướng. 
Trong trường hợp đó, nếu kết hợp với phương pháp phân tích, từ 
kết luận mà xuất phát, cứ từng bước truy ngược thường sẽ tìm ra 
được con đường hợp lí để giải. 


VÍ dụ : 100 người sáp thành một hàng, điểm danh bắt đầu từ 
1, cứ người số lẻ bước ra khỏi hàng, những người số chẵn ở lại và 
lại báo số từ đầu. Cứ thế tiếp tục, cuối cùng còn lại một người: 
Hỏi người đó trong lần báo số đầu tiên là số mấy ? 

Đối với đề này, nếu cứ suy từng bước từ lần báo số đầu tiên 
đến lần cuối cùng thì trong 100 người phải loại bỏ những người 
số 1, 3, 5... 99, sau đó lại tiếp tục theo quv luật đó. Rõ ràng quá 
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trình tư duy rất phức tạp. Nếu dùng phép suy ngược, cách giải sẽ 
nhanh gọn. Ta nghí như sau : Người còn lại cuối cùng, nhất 
định là người lần nào cũng báo số chẫn, nên số báo danh lần 
đầu của người đó phải là kết quả của một số lũy thừa cơ số 2, mà 
28 ~ 64, 2? = 128, cho nên số báo lần đầu của người đó là 64. 


Ví dụ khác, trong tam giác ABC, B = 609. Chứng minh : 


1 1 3 


Ä8U” B5E6: - 2aSEBSEE' Œ) 


trong đó a, b, c lần lượt là cạnh đối diện với các góc A, B, C. 


Phân tích : Muốn cho (1) thành lập, cần có 


1 1 3 : 
PT 1627177022755 11102 L6 
1 1 ä (b+c)(a+b+c) (a+b)(a+b+c) 


a+b ` b+e a†+b+c (a+b)(b+c)(a†tb+c) (a+b)(Œb+c)(a+b+c) 


3(a+b)(b+c) a2+c2-ac—b2 


BỊ 5T ST PP T73MBECTDYIESSTES: XS))ik 6% i64 20604 


Cho nên a2 + c2 - ac - b2 = 0 tức phải có b2 = a2 + c2 - ac 
(2) thành lập. 

Đảng thức (2) phản ánh quan hệ giữa ba cạnh của tam giác 
ABC, nhớ đến định lý cosin và chú ý đến điều kiện B= 60°, đẳng 
thức (2) nhất định thành lập. Nghĩ ngược lại làm cho ta rất nhanh 
tìm thấy hướng giải. 

Đối với những đề dùng phép suy ngược cũng không có kết quả 
còn có thể bát đầu từ mặt trái của kết luận để giải. Õ đây chia 
làm hai trường hợp : 

Thứ nhất là giả thiết điều cần chứng minh không tồn tại, sau 
đớ tÌìm ra mâu thuẫn, từ đó mà chứng tỏ điều cần chứng mình 
tồn tại (tức dùng phép phản chứng). Thứ hai, nếu từ chính diện 
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giải rất phức tạp thì chuyển sang xét mặt trái của điều cần chứng 
mỉnh, từ đớ tìm được lời giải chính diện. 


Dưới đây cử ví dụ giải theo trường hợp thứ hai. 


Nếu trong ba phương trình sau, tối thiểu có một phương trình 
có nghiệm số thực, hãy tìm phạm vi số thực a đó. + 


x2 + 4ax - 4a +3 = 0 q) 
x2? +(a - 1)x +a2 = 0 (2) 
Ìx2 + 2ax - 2a = 0 (3) 


Đề này, nếu từ chính diện "tối thiểu có một phương trình có 
nghiệm số thực" để giải, thì phải lần lượt thảo luận ba trường hợp 
của các phương trình (1), (2), (3). 

Như thế sẽ rất phức tạp. Bây giờ xét mặt trái của nớ, giả thiết 
cả ba phương trình đều không có nghiệm số thực, lúc đó phạm vi 
giá trị lấy a sẽ là gì ? 


. 3 1 
Ai = 16a2 + 4(4a - 3) < 0 =s<a<ø 
ừ {A;¿ = (a — 1)? - 4a2 < 0 
TỦ 5 ) l = a < —]1 kỏj28s22 
Axs = 4a? + 8a < 0 . 3 


—=2<a< 0 


3 
=—g<Xa< -1. Đó là điều kiện 3 phương trình không có 


nghiệm số thực. 


8 
Cho nên, khi a < ~5 hoặc a > -1 thì trong ba phương trình, 
tối thiểu có một phương trình có nghiệm số thực. 


Có một số đề toán, xem có vẻ giống nhau, nhưng thực tế là hai 
loại vấn đề trái ngược nhau. Giải những loại đề như thế đòi hỏi 
hướng của tư duy phải nhanh chóng chuyển từ chính diện sang 
phản diện. 
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Ví dụ với hai đề đại số sau. 


1. A và B cách nhau § km, bạn Hồng đi và về giữa hai địa 
điểm đó, khi đi mất a giờ, khi về mất b giờ. Tìm tốc độ bình quân 
đi về. 

2_ A và B cách nhau § km, bạn Hồng đi về giữa hai địa điểm 
đó, khi đi với tốc độ a kmjh, về với tốc độ b km/h. Tìm tốc độ 
bình quân. 

Bề ngoài, cả hai bài toán đề có ba đại lượng 8, a, b, giống như 
chẳng khác gì nhau. Thực chất là hai vấn đề trái ngược nhau. Các 
đại lượng a, b trong hai đề rất khác nhau. 

Trong đề 1, a, b biểu thị thời gian, còn trong đề 2 là tốc độ. 

_ Quãng đường 
_—— thời gian 
đã biết thời gian đi về, đề thứ hai biết tốc độ đi về, quan hệ ngược 
nhau. Tất nhiên biểu thức đại số của chúng khác nhau. Tốc độ bình 
25 2ab 
F n+pỢ 


, nó khác với nghĩa của a trong đề 1. Một đề 


. 25 
quân là - 


¬ Đề thứ Bai tốc độ bình quân là s. 
a 


§ 
Tp 
dụ khác "Tìm cực trị của hàm số y = x^ - 6x + 10". Đề khác : 
"Nếu khi x = -1, hàm số bậc hai y = ax2 + bx + c có cực trị -8 
và đồ thị cắt trục y ở B(0, -6), tìm dạng hàm số bậc hai". 

Trên đây cũng là hai vấn đề tương phản nhau. 


Ngoài ra, một để toán riêng lẻ cũng thường có hai vấn đề quan 
hệ trái ngược nhau. Điều đó đòi hỏi dùng thuận và dùng ngược 
công thức để giải. VÍ dụ giải đề sau. 


Trong tam giác ABC, B = 1209, AB = 3cm, BC = 5cm. Tìm 
1) AC ? 2) Diện tích tam giác ABC ; 3) Trị của sinA + sinC. 


_ Ta phân tích hướng suy nghỉ. 
Tìm AC AC = VABZ + BC? —- 2ABH.BCcosB. 
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1 
Tìm 52pc ©=Š = s AB.BCsinB (biết 2 cạnh và góc kẹp giữa, 


tìm diện tích) 


TY 25ABC 
Đố ĐẠI TƯ NGA 
Tìm sinA + sinC <©= 

¬ 25Anc 

TP, n) SÁU HC 


(đã biết điện tích tam giác và hai cạnh, tìm sin góc kẹp giữa 
hai cạnh). 
Rất rõ ràng, câu hỏi thứ hai và thứ ba là hai vấn đề ngược 


15 
nhau. Mời các bạn tự giải. (Đáp số : AC = 7cm, SŠupgc = F2 


4 
em2, sinA + sinC = z Y3). Còn có cách giải khác không ? Bạn có 


biết giải theo cách dùng định lí sin và tính chất tỉ lệ không ? 


21- BỒI DƯÓNG NĂNG LỰC 
TƯỞNG TƯỢNG KHÔNG GIAN 


Năng lực tưởng tượng không gian là chỉ khả năng dùng hình 
vẽ không gian để phản ánh và nắm vững các tính chất (hình 
dạng, độ lớn và vị trí và quan hệ không gian của vật thể. Nó 
bao gồm : 

1) Phân tích một cách chính xác quan hệ về số lượng và vị trí 
giữa các nguyên tố cơ bản trong.những hình khối cơ bản. 

2) Đối với vật thực, có thể xem hình vẽ để phán đoán và phân 
tích chính xác hình dạng và quan hệ vị trí không gian của nó và 
có thể dời hình trong không gian một cách chính xác bằng phương 
pháp tịnh tiến, quay, đối xứng và cát bổ vật thể ra. 
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3đ) Điền các chữ, kí hiệu hoặc chú thích vào các hình đã dời đi 
một cách chính xác, tức có thể dựa vào nội dung lời văn diễn đạt 
của bài toán để vẽ ra hình vẽ tương ứng. Ñ gược lại, khi đọc được 
các số liệu, quan hệ hình học trên hình vẽ có thể dùng ngôn ngữ 
toán học diễn tả lại một cách chính xác. 


Năng lực tưởng tượng không gian là một trong những năng lực 
toán học cơ bản. Trong toán chủ yếu thông qua hai môn hình học 
phẳng, hình học lập thể để bồi dưỡng năng lực hình học. Ngoài 
ra việc học hàm số trong đại số và học hình học giải tích cũng có 
tác dụng nhất định trong việc bồi dưỡng năng lực tưởng tượng 
không gian. 


Cần phải nơi rằng, ở các năm cuối bậc tiểu học, đa số học sinh 
đã sơ bộ có khái niệm về kbông gian. VÌ mỗi người chúng ta đều 
sống trong không gian ba chiều nên đã xây dựng nên mối quan 
hệ tương ứng giữa vật thể không gian và hình vẽ lập thể trên mặt 
phẳng. Tất nhiên, loại tưởng tượng không gian này mới chỉ là một 
hình ảnh đối với tổng thể chứ chưa phải từ quan hệ giữa các 
nguyên tố hình học để hiểu chúng. 

Bồi dưỡng năng lực tưởng tượng không gian là cả một quá trình 
nâng cao "từng cấp". 

Cấp thứ nhất là quan sát sự vật, mô hình, v.v... để hình thành 
một hình ảnh chung về quan niệm không gian trong đầu óc, và 
tiến lên một bước trừu tượng thành hình học không gian chỉ do 
các điểm và đường thẳng nối lại với nhau mà thành. 

Cấp thứ hai. Qua vẽ hình (hình trực quan, hình phác thảo) làm 
cho đầu óc hÌnh thành hình ảnh cụ thể khái niệm không gian. Vẽ 
hình phải dựa vào phương pháp và quy tắc nhất định, hình vẽ ra 
phải "đạt yêu cầu". 

Như vẽ đồ thị hàm số, thứ nhất đường cong phải trơn tru, thứ 
hai phải làm nổi bật tính chất đặc trưng. 


VÍ dụ 1. Vẽ đồ thị hàm số bậc hai y = x2 - 2x - 2. 
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Có học sinh vẽ đường cong ở vị trí đỉnh parabol thành hình 
nhọn hoặc không vẽ giao điểm của nó với các trục x, y. Điều đó 
không đạt (hình 22-1 a, b). 


y. 
0 KT 
-3 g) 
Hình 22-1 


Hoặc vẽ hình lập thể nên vẽ được vị trí của đường thẳng và 
mặt phẳng chính xác, hình đẹp, rõ, các đường thẳng và mặt phẳng 
thấy được nhiều. 


VÍ dụ 2. Vẽ đường chéo AC, của khối lập phương 
ABCD-A;B¡€,Di. 


A 5 .. 


Hình 22-2 Hình 232~3 
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Có học sinh vẽ các điểm đỉnh A, D, B¡, C¡ trên cùng một đường 
thẳng kết quả làm cho đường chéo AO; trùng với đường chéo mặt 
sau DƠ; (hình 22-2). Như vậy nhìn không ra đó là hai đường 
thẳng khác mặt phẳng, gây khớ khăn cho sự phân tích khi giải. 
Cách vẽ đúng như trên hình 22-3. 


Ví dụ 3. Giả thiết 3 cạnh bên của hình chóp nón 5-ABC đều 
làm với đáy góc 759. Đáy ABC là tam giác cân và BAC = 1509. 
Diện tích mặt Sát đi qua điểm A, cạnh bên và đường cao SỐ là 
Tem2. Tìm thể tích hình chớp. 


Có một số học sinh vẽ chân đường cao Ô vào trong tam giác 
ABC (hình 22-4). Đớơ là sai lầm, vì sao ? Vì các cạnh bên SA, 5B, 
SC đều làm với đáy góc 7ð° nên SÂ = S$SB = SC, dễ nhận biết 
rằng chân O phải ở ngoài tâm của tam giác ABC, lại còn biết 
BAC = 1509 là góc tù nên điểm Ö nhất thiết phải ở ngoài tam 
giác ABC. Cách vẽ đúng như trên hình 22-5. 


S 


S 


„ị ^ 
Hình 22-4 Hình 32—Š5 
Còn có thể luyện tập qua hình vẽ thêm để bồi dưỡng khả năng 
tưởng tượng không gian. VÍ dụ ở hình trên vẽ thêm góc phẳng nhị 
diện do hai mặt bên SAC và SAB tạo thành. 
Cấp thứ ba : Kết hợp hình vẽ hay đồ thị, vận dụng suy lí hiểu 
sâu hơn và nắm vững kết cấu bên trong và tính chất của các dạng 


241 


không gian. Tức là phải vận dụng phương pháp suy lí để nắm 
vững tính chất của các tầng sâu hơn trong kết cấu của hỉình không 
gian, chứ không phải chỉ dựa vào quan sát để tìm trên hình những 
tính chất ở bề ngoài. Cần nới rằng, đó là mấu chốt để bồi dưỡng 
năng lực tưởng tượng không gian. Nói cho đến cùng, hạt nhân 
của năng lực tưởng tượng không gian vẫn là năng lực tư duy. Do 
đó phải chú trọng học tập các khái niệm và các tính chất cơ bản 
của hình vẽ không gian. Chỉ có như thế mới bồi dưỡng được năng 
lực tưởng tượng không gian một cách cơ bản. 


Cấp thứ tư cũng là cấp cao nhất : có thể chuyển các số liệu, 
công thức thành các quan hệ hỉnh không gian một cách thoải mái, 
thành thạo. Đó là cái mà ta thường gọi là vận dụng phương pháp 
kết hợp số với hình. 


22 - CHÚ Ý PHÁN ĐOÁN, HỌC CÁCH PHÁN ĐOÁN 


Phán đoán là một phương pháp tư tưởng được ứng dụng rộng 
rãi trong nghiên cứu khoa học. Đó là căn cứ các nguyên lí và sự 
thật đã biết để nêu lên những giả định về các hiện tượng và quy 
luật chưa biết. 


Những giả định có tính luận đề như thế đúng hay sai còn phải 
qua kiểm nghiệm hoặc chứng mỉnh mới có thể khẳng định được. 
Phán đoán có vai trò thúc đẩy quan trọng đối với sự phát triển 
của toán học. Trong dòng sông phát triển hàng mấy ngàn năm 
của toán học, các nhà toán học đã không ngừng đưa ra những 
phán đoán và chứng minh chúng. Có một số phán đoán cho đến 
tận giờ vẫn chưa được chứng minh như "các bài toán Fecma" 
(1742). 


Phán đoán là sự nhảy vọt từ dữ kiện sang kết luận. Phương 
thức tư duy này trong học toán cũng vô cùng quan trọng. Nó 
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không những giúp ta phát hiện sự thật mới mà trong giải bài tập 
còn giảm được những cách giải mầy mò, mù quáng, trước những 
đề khó không vội đi vào tính toán, chứng minh ngay mà biết căn 
cứ vào dữ kiện và mục tiêu cần giải quyết để có những trù liệu, 
phán đoán. Nó thuộc loại vấn đề gì ? Đại thể nên bắt đầu từ đâu ? 
Sau đớ mới bắt tay vào chứng minh, tính toán. Khi đạt được một 
phần kết quả nào đó thì kết hợp với mục tiêu để phán đoán, cảm 
nhận được cách giải nào sẽ đạt được kết quả. Nếu thấy có thể 
được thì sẽ tiếp tục phương pháp đó, nếu cảm thấy không được 
thì phải quay về điều kiện ban đầu để phán đoán tìm cách giải 
khác, điều chỉnh mãi cho đến khi giải được mới thôi. Từ đó có thể 
thấy, phán đoán không những đi đến phát hiện và sáng tạo mà 
còn đi đến thành công. Cho nên ta phải rất coi trọng phán đoán. 


Vậy làm sao để học được phán đoán. 

1. Qua quan sát đưa ra phán đoán. Quan sát đặc điểm 
kết cấu số hoặc hình cộng thêm với liên tưởng, từ đó đưa ra sự 
phán đoán cách giải quyết vấn đề hoặc phán đoán ra quy luật. 

Ví dụ 1. Phân tích thành thừa số x2 + y3 + z3 - 3xyz. 


Đây là biểu thức bậc ba. Liên hệ với biểu thức bậc hai trước 
đây xem có thể áp dụng công thức lập phương để phân tích thành 
thừa số không ? Phán đoán là được, thử xem. 


x2 + y3 + z3 ~ 3xyz = x2 + 3xyŒ + y) + yŸ + z3 ~ 3xyz - 3xy(x + y) 
= (x+y)3 + z3 - 3xy(x + y + Z) 


(Quan sát kết cấu của biểu thức, có dạng lập phương một tổng) 


(x+y +2)[(% + y)2 - (x + y)z + Z2] - 3xyŒ& + y + 2) 
= (x+y +z)(x2 + 2xy +yˆ - Xz - yz + Z2 - đxy) 
(kết quả đã sáng sủa) 


= (x+y + Z)(x2 + y2 + Z2 - XY - ÿZ - X2). 
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Thực tế chứng minh sự phán đoán đó đúng. Kết quả của phân 
tích thừa số ở trên có thể dẫn đến một số kết quả rất thú vị, nếu 
x+y+z =0 thì x2 +yÖ3 + z3 - 3xyz = 0. 

1 


z n 
Vị dụ 2. Chứng minh Co — C2 + C4 — Cá + = 25 CoS 7- TU, 


Quan sát đẳng thức, ta thấy vế trái là tổng của một số tổ hợp 


âm dương, vế phải là tích của 25 với hàm số cos. Nhớ đến các 
định lí nhị thức, ta phán đoán : đẳng thức cần chứng minh có thể 
là dạng triển khai đại số của (1 + ¡)" và dạng triển khai hàm số 
lượng giác rồi so sánh số thực mà tìm ra kết quả. Bạn thử xem. 


Ví dụ 3. Lấy từ 1, 2, 3,... 30 sắp 
thành hình đạng xoáy ốc ngược chiều 
kim đồng hồ như hình vẽ. Qua hình 
vẽ bạn có phát hiện thấy vị trí sắp 
xếp của các số nguyên tố có đặc tính 
gì không ? 

Viết ra toàn bộ các số nguyên tố 
từ 1 đến 30 ta phát hiện thấy những 
số nguyên tố này đều sắp xếp thành hình đường thẳng. Từ đó ta 
phán đoán : sắp xếp các số tự nhiên từ 1, 2, 3... theo hình xoáy 
ốc ngược chiều kim đồng hồ thì các số nguyên tố đều sắp xếp trên 
đường thẳng. 


Phát hiện này đầu tiên là do nhà bác học Mỹ §. Uylam nêu ra, 
ông đã dùng máy tính sắp xếp từ 1 đến số 65000 theo xoáy ốc 
ngược chiều kim đồng hồ và in ra, phát hiện những số nguyên tố 
này vẫn có đặc tính trên. Hiện tượng này về sau trong toán học gọi 
là "Hiện tượng Dylam". Về sau các nhà toán học từ trong "Hiện tượng 
Uylam" tìm ra khá nhiều tính chất thú vị của số nguyên tố. 


2. Qua thực nghiệm, đưa ra sự phán đoán 


Qua phân tích quá trình một số lần biến đổi hữu hạn, ta quy 
nạp và đưa ra phán đoán : 
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Ví dụ 1. Tìm chữ số cuối cùng 
của 31922 ? _ 

31992 là một số rất lớn, ta không 
thể trong chốc lát tìm ra được kết 
quả cuối cùng để xác định số cuối. 
Vì thế ta đoán chữ số cuối của 3n 
(n là số tự nhiên) có thể theo một 
quy luật nào đó. Do đó ta lập bảng 
đối với n = 1, 2, 3... 


Chữ số cuối 
của 3” 


& ta + Ó) bò 1 
`© Ú› mm HH © Qò 


Qua thí nghiệm 6 số đầu, ta đưa 
ra phán đoán : chữ số cuối của 3" lấy chu kì 4 số xuất hiện, tức 
chữ số cuối của 3'#*+! là 3, chữ số cuối của 34k†2 là 9, của 34Kt3 
là 7, của 34k là 1. 


Ta cớ thể dùng phép quy nạp của toán học để chứng minh tính 
đúng đắn của kết luận này. 


Do đớ vấn đề trở thành đổi 1992 ra dạng 4k + r, tìm r. 
Ví 31992 = 34⁄4, nên số cuối của 31222 là 1. 


Ví dụ 2. Có hai thùng A, B dung tích bằng nhau. Thùng À 


' 1... 
đựng đầy nước, thùng B là thùng không. Đầu tiên đổ 5 số nước 


1 
từ thùng A sang thùng B, rồi lấy 3 số nước trong thùng B trút 


1 $ 
trở lại thùng A, lại trút 4 số nước từ thùng A sang thùng B, rồi 


1 
trút 5 từ B sang A... Cứ thế tiếp tục, sau 1993 lần đổ, hỏi mỗi 


thùng có bao nhiêu nước ? Và sau 2000 lần mỗi thùng có bao 
nhiêu ? 

Đầu tiên ta làm thí nghiệm một số lần đổ đầu tiên để tìm quy 
luật. 
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Sốlnđểổ | I1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 †..... 


Nước của thùng A = mm — Á-..-..... 


Nước của thùng B 9 RE a1) 


Quan sát các số trong bảng, ta đưa ra sự phán đoán sau : sau 
khi đổ 2k - 1 lần, nước trong hai thùng bằng nhau, mỗi thùng 


„1 ¬- : : „.„ k+l s 
đều có 2 ; sau 2k lần đổ, nước trong thùng A là 2k+1” nước 


s. 
. k+1' 
chứng minh kết luận này. 


trong thùng B là Có thể dùng phép quy nạp toán học để 


: In TT. 1 1 
Ví dụ 3. Tìm 5n = 1-2 +aT+† «t2 TT T?n' 


Dùng một phần phép quy nạp để khảo sát không phát hiện quy 
luật được ngay. Nhưng nếu phân tích mẫu số, ta có thể nhìn ra 
quy luật 


1 1 
S>= Í đả Lá Ti coi vì ĐT (dc uye 
con 1ø sa xã T7 vẽ gẽ 
)"...ẽ hố sC ccc 
ST SẾ  ƯỚN củ, uẾ 6 60 - 5 6 
: : =.. 1 1 1 
Do đó ta đoán Šn = —+T †Trg tnựn T bắn 


Bạn đọc tự chứng minh kết luận này. 


3. Qua phân loại so sánh đưa ra phán đoán 
Căn cứ một số mặt nào đó của hai sự vật tương tự hoặc giống 
nhau để phán đoán những mặt khác của chúng cũng có thể tương 
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tự hoặc giống nhau. Phân loại so sánh để phán đoán có hai loại : 
so sánh hình thức và so sánh bản chất. Dưới đây nêu ví dụ phân 
loại so sánh hỉnh thức để phán đoán. 


Từ nghiệm của phương trình bậc hai .ax2 + bx + e = 0 và định 
b 
lí Viet xị + xạ = ~.› XI; = R để đoán phương trình bậc ba một 


ẩn số ax2 + bx2 + cx + d = 0 có kết luận tương tự không ? Tức 
là 


b c 

XỊ + x¿ạ +a = —. : X‡X¿ + X¿zX: † X‡Xị = a 
d 
XiX2Xa = “. 


Hay ví dụ phân loại so sánh các số nguyên tố để phán đoán : 
phân loại so sánh các tính chất cơ bản của phân thức để phán - 
đoán tính chất cơ bản của phân thức. 


Thử nghĩ xem, các phán đoán dưới đây thuộc loại phân loại so 
sánh nào ? 


a 
Nếu — = c- =.. — và bị +b;ạ+... + bạ # 0 thi 


8n 
..Ắ —; từ đố mà 


bạ 
phán đoán : 
a a2 a 
nếu -L < 7< ..< ccvàb¡+b;ạ+... +bạ # 0 thì 
bị by n ' 


an 8 ta, +... tan ân 
— < ———~ < +. 
bị — bị+B;+..+bạ ` bạ : 


Có thể chứng minh không mấy khó khăn : khi bị, bạ,..., bạ 
cùng dấu thì phán đoán ở trên là đúng. 
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4. Thông qua biến thành dạng chung hoặc dạng 
riêng để phán đoán 


Đem một vấn đề đã biết biến thành dạng chung để phán đoán 
rút ra một kết luận chung mới hoặc đưa một vấn đề đặc biệt về 
dạng chung để phán đoán cách giải quyết vấn đề. 


Ví dụ 1. Từ (a + b)2 = a2 + 2ab + b2; (a+b+e)2 = a2 + b2 
+ c? + 2ab + 2bc + 2ca, phán đoán (ai + a; +... + an)2 = 
a{† +ai +... tai + (2aia¿ + 2aiax +... + 2aian) + (2a;a+ + 2a›a¿ + 
+... + 2a;an) +... + 2an_ ¡an. 

Ví dụ 2. Giả thiết x > 0, y > 0 thì (1 +x +x2\(1 +y+y2) > 9xy. 
Phán doán 1. Đưa từng biến số về dạng chung, đưa ra phán đoán. 

Giả thiết xị > 0,¡ = 1,2,...n thì 

(1l +xị +xƒ)( + x; † x2)... (1 + xạ + x2) > 30xỊx¿... x 

Phán đoớn 2. Đưa số hạng hằng số 1 về một đại lượng chung 
rồi đưa ra phán đoán. 

(ai +xị +x{)(a;+† x;¿† x2)... (an † xạ + x2) > ổn Ñ 8182... An. XIX¿... Xn 

Phán đoán 3. Nếu đưa hằng số về dạng thì có : 


(ai + bị + XỊ + x†)(a; + bạ + X2 + x2) ... 


(an + bạ + xạ + x2) z 4n Vai... anb... Ðạ .XỊX¿... Xa. 
Các phán đoán trên đây đều đúng và còn có thể tiếp tục đưa 
về dạng chung. Xin giành cho bạn đọc làm tiếp. 


5. Qua hiện tượng vật lí, đưa ra phán đoán 

Có một số học sinh trên cơ sở hiện tượng vật lí gợi ý mà đưa 
ra phán đoán, như phản xạ và khúc xạ của ánh sáng để đưa ra 
phán đoán con đường ngắn nhất ; hoặc từ kết cấu của tổ ong để 
phán đoán hình lỗ ong sáu cạnh €hủo tiết kiệm vật liệu nhất và 
từ trọng tâm vật lí để đoán trung tâm hình học, v.v.. 
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23 - KHÔNG ĐƯỢC QUÊN MIỀN XÁC ĐỊNH _ 


Mọi người đều biết, miền xác định là một yếu tố cơ bản trong 
khái niệm của hàm số. Khoảng giá trị, tính đơn điệu, tính chẵn 
lẻ, cực trị và đồ thị của hàm số đều lấy miền xác định làm điều 
kiện tiền đề để thảo luận. Đồng thời việc giải (hệ) phương trình 
và (hệ) bất đẳng thức cũng được tìm trong miền xác định chung. 
Trên một phạm vi rộng hơn mà nói, phàm những vấn đề có liên 
quan đến dùng chữ để biểu thị số, ta đều phải xét đến phạm vỉ 
cho phép lấy giá trị của chữ, nếu không thì sẽ phạm sai lầm. Dưới 
đây xét mấy ví dụ. 


Ví dụ 1. Số nghiệm số thực của phương trình x2? - 2| x ~3ả=0 
là : (A) 4, (B) 3, (C) 2, (D) 1. 


Có học sinh làm như sau : 


Giải. Biến đổi phương trình thành x2 - 2x - 3 = 0 (1) hoặc 
x? + 2x - 3 = 0 (2). 

Rõ ràng phương trình (1) có A = 4+12= 16>0 nên có hai 
nghiệm thực khác nhau. Phương trình (2) có A = 4+12= 16> 0 
cũng có hai nghiệm thực khác nhau. Cho nên phương trình đó có 
4 nghiệm số thực khác nhau. Chọn (A) 4. 

Cũng có học sinh làm như sau : 

Giải. Biến đổi phương trình đã cho thành |x|2 - 2|x| - 3 = 0. 
2+4 
2 

Do đó x = +3 tức phương trình có hai nghiệm số thực khác 
nhau. Chọn (C) 2. 


Cho nên |x| = , nên |x| = 3, |x| = -] (bỏ). 
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_ Hai cách giải trên nhất định cớ một cách sai. Rõ ràng cách giải đầu 
có vấn đề. Sai lầm ở ngay bước thứ nhất, biến đổi x2 - 2|x| - 3 = 0 
thành x2 - 2x - 3 = 0 (1) và x2 + 2x - 3 = 0 (2) +i điều kiện 
gì ? Trong quá trình giải không nói rõ, như thế tạo nên nguy cơ 
tiềm ẩn : vì phương trỉnh (1) chỉ "khi x > 0" mới cùng nghiệm 
với phương trình đã cho, còn phương trình (2) chỉ "khi x < 0 mới 
cùng nghiệm với phương trình đã cho. Như thế là đã bỏ qua phạm 
vi lấy giá trị của ẩn số hai phương trình (1) và (2), nên sẽ xuất 
hiện thêm nghiệm, gây ra sai. Nên sửa cách giải đầu lại như sau. 

Khi x > 0 ta biến đổi phương trình đã cho thành x 2 - 2x - 3 = 0 
q@). 

Giải phương trình (1) được : x = 3, x = -Il (bỏ) nên x = 3 là 
nghiệm của phương trình đã cho. 

Khi x < 0, biến đổi phương trình đã cho thành x 2 + 2x - 3 = 0 (2). 
Giải phương trình (2) được x = ~-3, x = l1 (bỏ) nên x = -3 là 
nghiệm của phương trình đã cho. 

Do đó phương trình đã cho có hai nghiệm số thực khác nhau. 
Chọn (C) 2. 


Thử nghĩ xem, không cần giải mà dùng định lí Viet có phải 
cũng có thể xác định được hai nghiệm số thực ? 


4 
l+m*n l+m—n 
Tengn 00 ntnr 


Đề này có vẻ là đơn giản nhưng qua diễn toán học sinh lại có 
đủ cả bốn phương án chọn. 


Ví dụ 2 : Biết sin2s = m, cos2x = n thì trị của tø( x+ nì là : 


1+ 
(A)~——;: ®)———; (@+— 
l—m n i1-am+n 


#4 sin2 
Bhờn c0: „ Ä"... 6n... 
Cách giải 1. tE(2 + s) — 1~tgx — —_ Sỉin2e 
1 +cos2œ 
= 1 #sin2x †cos2x _ k6 AE) Chọn (€). 


1 —sin2œ + cos2œ 1-m+n 


250 


Cách giải 9. tr(1 +a) 


sin 


“'...= cos‹ 
_ l—tgx - ¡_ Sim 


COS< 


sin‹ +cos‹  (sinx†cose)2  l †+sin2% 


l+m 


⁄#=. can. 
. - 7L 1 +tg cos‹ + sino 
Z + œ| = = —— 
Cách giải 3. _Y “ 7n .== 
Ề cos2o 2 1P —_ C0s2œ ˆ.. Chọn (A). 
(cos — sine)2 1 —sin2œ l—m 
: đun z _ l†tgx _ sinx †cos E 
Cách giải 4. tz( 4 + 5) PT 1a PS 
2sin2« +2coswin‹  l +sin2œ — cos2œ l+m_—n 
“——————¬ “_ nen “ Ta: Chọn (D) 
2sinxeosx — 2sin2œ sin2œ — l + cos2œ m +n—Í 
*, 


Vì sao một đề bài lại có những bốn đáp số mà quá trình giải 
hầu như rất khó phản bác. Ö đây có một vấn đề quan trọng là : 
hàm số lượng giác trong quá trình biến đổi phải giữ được miền 
xác định. Chúng ta dựa vào nguyên tác đó để phân tích bốn 


cách giải. 


: :ãi chú Mễ XP, Ã tự 
Trong cách giải thứ nhất LiÊn + s) T¬- kx + 7 tức 


là  # kz +a@€72). 


l+m+ 


n 
Trị số của œ trong TP, 1-m+n #0 tức là sin2‹-coœ2‹ z I, 


Ý2sin ( 2œ _ vì + 1. Cho nên œ« # 


Trong cách giải 2, giá trị của n trong 


2 


+m 


cos2 z 0. Nên œ« # kx + 2 (k € Z). 


x + (~1kệ to0 e#Z) 


là n z# 0 tức 
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n 
l1 —m 


Cách giải 3, trong thì gii trị l - m # 0, tức sin2œ z l1. 


Nên « # kz + 2 (k € 2) 


: tt 1; CN ca + TG- 

Cách giải 4, trong m+n] Biá trị của m +mn z# Ì tức 
sin2œ + eos2< # 1. 

n k LẠ ¿ : bu TC 

Nên œ # s + (TDke hnn (k€Z). 5o sánh các miền giá trị 
của bốn cách giải với miền xác định của biểu thức ban đầu ta thấy 
chỉ có cách giải ba trước và sau khi biến đổi miền giá trị vẫn giữ 
được nên chỉ có cách giải ba là chính xác. Do đó chọn (A). Ba cách 
giải khác trong quá trình diễn toán đã mở rộng hoặc thu hẹp miền 
xác định nên đáp số sai. 

Từ cách giải sai của đề trên, ta thấy có hai loại sai lầm thường 
gặp do coi nhẹ miền xác định là, thứ nhất xem nhẹ vai trò trực 
tiếp của miền xác định (ví dụ 1). Loại thứ hai là coi thường vai 
trò gián tiếp của miền xác định (ví dụ 2). Loại sai thứ nhất tương 
đối rõ, loại sai thứ hai lấp láp hơn, khó thấy. 5ong cho đù loại nào 
thì nguyên nhân sản sinh đều như nhau, đó là : trong đầu không 
có miền xác định. Do đó muốn tránh được sai sót đầu tiên phải 
hiểu sâu sắc vai trò ràng buộc của miền xác định trong giải các 
bài toán, thứ hai phải thực sự có nền tảng kiến thức vững chắc, 
nhất là làm rõ điều kiện áp dụng của các công thức, qui tắc ; thứ 
ba phải xác lập cho mình một tư duy mạnh mẽ về miền xác định, 
tức là hình thành thơới quen tư duy "hễ thấy đề có tham số bằng 
chữ là nghỉ ngay đến miên xác định". 

Dưới đây là một đề về log, thử xem cách giải có đúng không 

Giải phương trình logạsx2 — 14log,¿x? + 40log,Vx = 0 (1) 

Giải. Ta biến đổi như sau : 


2 42 20 


log0,x - loglôx ` logáx — vết 
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Hòa đồng mẫu số được : 


log,16xlog,4x - 21log,0,ðx. log,4x + 10log,0,5x. log,16x = 0 


Chỉnh lí được 2dog,2) 2 + 8log,2 - 2 = 0. 


1 
Giải được log„2 = 5 hoặc log,2 = -2. 


Nên x = 4 hoặc x = 


Phân tích. Rõ ràng x = 1 là một nghiệm của phương trình. Do 

đó cách giải có vấn đề. Sai sót xảy ra ở bước (1) sang bước (2). 
1 

= logga' 

Điều kiện để đẳng thức này được thành lập là a > 0 và a # 1,b> 0 

3 Ề 

S log.16x ăn 


Sự biến đổi này là dùng công thức thay cơ số log : logạb 


` ^ H 2 
và bz 1. Cho nên khi logạ s„x2 = log,0,ðx logia„x Ÿ 
1 


2 
logy„Ýx = TIẾP thì vô hình trung đã thu hẹp miền xác định : 


x >0 và x # 1, mà x = I1 lại đúng là nghiệm của phương trình, 
tức đã bỏ qua tác dụng trực tiếp của miền xác định. Do đó để bù 
lại miền xác định bị thu nhỏ do thay cơ số gây ra, nên bổ sung 
thêm điều kiện : 


Khi x = I, dễ thấy rằng x = 1 là nghiệm của phương trình. 


Khi x # l biến đổi phương trình đã cho thành : 
2 42 20 


IogÔ5x  logl6x ` log4x ~ 


Để đề phòng trong quá trình giải quên xét miền xác định, ta 
xuất phát từ tổng thể để biến đổi : 


0,ðx > 0 và 0,õx # Ì 
16x > 0 và 16x # l1 
4x>0và 4x z# l 
Phương trình đã cho © x>Ũ0 
2lzx _ 42lzx lễ 20lx _ 
1 Igl6x lgx — 


lg2x 
ằ 1 1 
— x>0vàx “2, T6 › 4 
—=.."... TỔ vài 
EX(Isr-TgÐ - lzx+4ig2 lsx + 2Ig2) > 
: 1 1 
cv x>0vàx#2,T6› 2 
lgx = 0 
> 0 và x z# 2 KG 
„ Bt và x tnG ii 
Xi 1 21 10 
———.-tr——a?r—-a.a=0 


lgx—lg2 lgx+4lg2 Ilgx+2lg2 - 


24 - VẤN ĐỀ THAM SỐ 


Trong đại số cấp hai, ta đã gặp phương trình hoặc bất đẳng 
thức bậc nhất có hệ số bàng chữ. Vì hệ số bằng chữ có tham gia 
hoặc ảnh hưởng đến quá trình giải nên ta gọi nó là tham biến SỐ 
"hoặc gọi tắt là tham số. Trong đại số và hình giải tích cấp ba gặp 
rất nhiều vấn đề có tham số. 

Nguyên tác chung để giải quyết vấn đề tham số là biến đổi 
tham số thành vấn đề chung. Căn cứ đặc điểm của vấn đề mà có 
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lúc xem tham số như hằng số, có lúc xem nó như biến số chính 
(thay thế vị trí biến số chính), cớ lúc lại phải phân loại ra để thảo 
luận, có lúc không cần. Dưới đây giới thiệu mấy giải pháp thường 
dùng đối với tham số. 


1. Giải trực tiếp. Có một số trường hợp tham số không có 
liên quan đến quá trình giải hay đáp án mà chỉ có vai trò như 
hằng số thông thường, lúc đó có thể coi tham số như một số bình 
thường để giả' 


Ví dụ 1. Giải phương trình có ẩn số x : (a 2 + l)x + 2 = a. 
Sau khi biến đổi phương trình thành (a 2 + 1)x = a - 2, ta chia 
hai vế của phương trình cho hệ số (a 2 + 1) của x, cần hiểu rằng 
a 2+1 # 0 và không cần phải biện luận về a. Ta có : 
_ A2 
_ a?+1 
Ví dụ 2. Giải phương trình (a - 1)x + 1 = a (a # 1) 
Ta biến đổi phương trình thành (a - 1)x = a - 1. Vì đề bài cho 
a # 1 tức a - l1 # 0 nên cũng không cần biện luận về a. Chia cả 
hai vế cho a - l được x = 1. 


Ví dụ 3. Giá thiết k € Z, đơn giản biểu thức. 


_..._ sin(k# = œ)eos(kr + a) 
sin[(k + 1)z + œlcos[(k + l)z — œ<| 


Giải đề này nên chia ra hai trường hợp k là số nguyên chẵn và 
lẻ để biện luận. Nhưng nếu chú ý đến đặc trưng của biểu thức thì 
dùng công thức tích và hiệu có thể đổi thành : 


1 
2(sinðler — sin2e) 


Như thế tức là đã chuyển từ vấn đề cần chia ra để biện luận 
thành vấn đề bình thường để giải trực tiếp. 
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2. Phân loại để thảo luận. Có một số trường hợp phải 
chia phạm vi lấy trị của tham số thành vài 'ba miền (không trùng 
lặp, không sót) để giải. Lúc đó trong mỗi miền, tham số sẽ trở 
thành hằng số bình thường để giải. 


Ví dụ 4. Phán đoán đường cong của phương trình (ð - k)x2 + 
+ (k ~ 9)y2 = 1 là loại đường cong gì ? 

Căn cứ phân loại đường cong hình nón, cần phải chia tham số 
k thành năm trường hợp để thảo luận : k < 2; k= 2; 2< k<5; 
k=5ð;k>5. 


_— lề +” 


Ví dụ 5. Giải phương trình 
(a > 1) 

Đây là phương trình log của x. Hai vế của bất đẳng thức đều 
1~(~ø)n 

3 , 
lẻ để lần lượt thảo luận. 
1-(-2)" 
3 


——>——log,x > Jog.(œ2- a) 


có thừa số cần phải chia n làm hai trường hợp chẫn và 


Khi n lẻ, 


>0, bất đẳng thức đã cho bằng logạx > 
>loga(x2 - a). 


1—(_—2)n 


Khi n chẵẫn 3 


< 0, bất đẳng thức đã cho bằng logy,x < 
<loga(x 2 - a). 
Ví dụ 6. Giải bất đẳng thức của x : mx 2 - x - (m + 1) < 0 
Theo dạng của bất đẳng thức chia ra : 
Khi m = 0, ta có bất đẳng thức bậc nhất một ẩn -x - ] < 0. 


Khi m # 0, ta có bất đẳng thức bậc hai một ẩn, lúc đó lại phải 
xét hệ số m của số hạng x 2 với m > 0 và m < 0. Biệt thức 


, 1 
= 1 +4m(m + 1) = (2m + l1) 2 nên lại chia ra khi m # = và 
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Khi m z — ö, tam thức bậc hai mx 2 ~ x - (m + 1) có hai nghiệm 
+1 m +1 2m +] 


là xị = —” x¿ = =E Vì EsH (—l = ta biết theo 


thứ tự to nhỏ của hai nghiệm có thể chia thành hai trường hợp : 
m+1 ' 


Khi m < => hoặc m > 0, >-l 


+] 
m vai 


1 
Khi =Z < m < 0, 


Tổng hợp sự phân tích ở trên, có thể thảo luận theo năm 


1 1 
trường hợp dưới đây :m =0; m >0; ~z<m<0;m=~z; 


m < m5. 

Ví dụ 7. Tìm trị cực đại và cực tiểu của hàm số y = x|x - 1| = 
- ax (0 <x < 2) khi -l < a < 3. 

Theo nghĩa của giá trị tuyệt đối, đầu tiên ta chia x thành hai 
miền 0 < x < 1 và l1 < x < 2 để lần lượt tìm cực đại và cực tiểu 
của nó. 


Khi 0 < x < 1, y = x(l - x) - ax = -x 2 - (a - 1)x. 
Khi 1 < x < 2, y = x(x - l) - ax =x2- (a + 1)x 
1~ 1-a)2 
si= =) 5) vũ xe Ù 
? 2 4 
C2 lâu +12 (a+1?2 
a 
(x-~ø) KG Ti” q <x<#' 
Để tìm cực trị của y, đòi hỏi phải kết hợp nghiên cứu đồ thị 
1n 1s +12 
của hàm bậc hai với vị trÍ tương đối của = : = : =— ) : 
— ay? +1 
8 và thảo luận với hai miền của a: 1 < =5 < 2 và 
+ 
= 
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+1 _ 
1) Như hình 25 - 1, nếu 1 <= < 2tức1 <a< 3, lúc đó 


- 
-1 < m— < 0. Điều đó nói lên đỉnh của một phần đồ thị 
+1 +1)2 
(x ~ = ~ _. ở trong miền l < x < 2, còn đỉnh của 
1— 1—a)2 
đồ thị (x — = + C-— ®# ` không ở trong miền 0 <x<l. 


Hình 25—1 Hình 25-2 


+1)2 
Cho nên khi l < a <S 3, vmạy = Ô, Ymịn = — —_ 


Ti ks 
2) Hình 25-3, nếu 0 < “C— < l, ~1 < a < 1. Lúc đó 0 < ¿ 


2 
Điều đó chứng tỏ đỉnh của hai đồ thị đều ở trong 0 < x < l. 
q =2} 


< 1. 


Để tìm cực đại của y, phải so sánh tung độ - của điểm 


l-a,z , (l-a)? 
nh 


đỉnh đồ thị — (x _ với tung độ điểm giới hạn 


mẽ... a+l;  (a+1)2 
phải của đổ thị ( X ha) NT tN 
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q4 -a} 1-a} 7+a 


7 528,2 =(l-84)—T >0 


Vì f2) -— 


nên yVmạy = f2) = 21 - a). 


Tương tự, để tìm cực tiểu Ym¡n, phải so sánh f(1) = -a và 
f(0) = 0, lại chia làm hai trường hợp. 


Khi 0<ax<l1, -a<0 thì Ymịn 
Khi -I<a<0, -a>0 thì Ymin = Ö 
(hình 25-3) 


Trên đây đã chú 
trọng giới thiệu hai 
phương pháp cơ 
bản nhất để giải 
quyết vấn đề tham 
số. Mời bạn đọc tự 
tổng kết trong điều 
kiện nào cố thể 
giải trực tiếp mà 
không cẩn biện 
luận, còn trong 
điều kiện nào thì 
phải phân loại để Hình 25—3 
biện luận. Chỉ có 
thế mới có thể vận dụng nó một cách thoải mái, chủ động. 


2s - KHÉO LÉO GIẢI NHỮNG ĐỀ CHỌN LỌC 


Những đề chọn lọc và đề trắc nghiệm điển chỗ trống, có bốn 
hoặc năm đáp án, gọi là các "nhánh chọn". Đối với những đề chọn 
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lọc có và chỉ có một đáp án duy nhất đúng, phân tích đầy đủ các 
điều kiện và đặc trưng của nhánh chọn thường có được cách giải 
nhanh gọn nhất. 


1. Cách giải gián tiếp 

1. Phương pháp loại trừ dần. Căn cứ đáp số duy nhất đúng, dùng 
mọi thủ đoạn sàng lọc nhánh chọn, loại dần những nhánh chọn mâu 
thuẫn với đề bài, từ đó mà được đáp án duy nhất. 


Ví dụ 1. Bình phương của một số nguyên là số chính phương. 
Nếu m là số chính phương thì số chính phương lớn hơn và gần nó 
nhất sẽ là : (A) m2 + 1, (B)m2 + 2m + 1, (C) m2 + m, 
(D) m + 2m + 1. 

Giải. Số chính phương cần tìm nhất định phải liên quan với số 
chính phương m. Trong các nhánh chọn chỉ có (B) có thể biến đổi 
thành (m + 1) ?, (D) có thể biến đổi thành (Vm + 1)2 nên đáp án 
phải nằm trong (B) và (D). 

Vì dạng đại số của (B) và (D) đều lớn hơn m nên số chính 


phương cần tÌìm phải là số nhỏ hơn trong hai số (B) và (D). Do 
đó chọn (D). 


Ví dụ 2. Giả thiết ba cạnh a, b, c của tam giác ABC phù 
hợp với đẳng thức : acosA + bcosB = ccosC, vậy tham số đó nhất 
định là 

(A) Tam giác vuông có a là cạnh huyền ; 

(B) Tam giác vuông có b là cạnh huyền ; 

(C) Tam giác cân ; (D) Tam giác thường. 


Giải : Quan sát điều kiện acosA + bcosB = ccosC là dạng a, A 
và b, B đối xứng nhau, nên có thể thấy nhánh (A) và (B) có giá 
trị như nhau. Vì đáp án là duy nhất, nên ta loại bỏ ; còn nếu (C) 
đúng thì đẳng thức sẽ trở thành 2 = 1, mâu thuẫn với đẳng thức, 
cũng loại bỏ. Vậy chỉ có thể chọn (D). 
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Ví dụ 3. Nghiệm của bất đẳng thức 2x2 + 5x - 3 > 0 là : 
1 1 
(A) x < -3, Œ) x> ø, dðy x28 x2 00/3944 42 
Giải. Xét đặc điểm của (D), giả thiết x = 0, rõ ràng không phù 
hợp với bất đẳng thức, bỏ (D). . 
Chú ý (A) và (B) hợp lại thành (C), trong ba nhánh chọn còn 


lại chỉ có (C) là đúng. Thực tế thì nếu cho x = -4, x = 1 đều phù 
hợp với bất đẳng thức, nên ta chọn (Ô). 


1 õð 
Ví dụ 4. Nếu | cos ø| “=g gm < 9< 3z vậy giá trị sin bằng 


œ) - ÍÍ8, @œ) ÍE5, (o - TỔ, @ lệ” 


©t 


5 5 3 
Giải. Đề đã giả thiết a1 < 68 < äz, suy ra xZ < 5 < zm. Chú 


ý đến sinC ở miền này là hàm số giảm, nên ¬ > sing > —Ì 


2 

Trong các nhánh chọn chỉ có (C) trong phạm vi này, nên chọn (C). 

Giải thích : Đặc điểm của cách loại trừ dần để giải là : 

1) Vấn đề không dễ (hoặc không có cách gì) để phán đoán 
trực tiếp. 

2) Trong nhánh chọn có điều sai hoặc mâu thuẫn rõ ràng (có 
thể xét định lượng hoặc định tính để loại bỏ) ; giữa các nhánh 
chọn có quan hệ bao hàm nhau (cần kết hợp với điều kiện đã cho 
để phán đoán). 

3) Trong các nhánh chọn có trường hợp có giá trị như nhau 
thì nên loại bỏ các nhánh đó. 

Ví dụ õ. Các nhóm số sau, những nhóm nào không thỏa mãn 
phương trỉnh 85x - 324y = 101 ? 


(A) x = 399, y = 86, (B) x 


653, y = 171 


(C) x 


978, y 


256, (D)x 


II 


1301, y = 341. 
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Giải. Quan sát vế trái đẳng thức, số hạng 324y nhất định là 
số chẵẫn, còn vế phải 101 là số lẻ, nên có thể biết 85x là số lẻ, cho 
nên x phải là số lẻ. Chú ý trong các nhánh chọn (A) (B) (D) x đều 
là số lẻ chỉ có (C) x là số chẵn. Vậy lấy (C) là nhớm không thỏa 
mãn phương trình. 


Ví dụ 6. Giả thiết tập hợp P = {a 2, a + 1, -3},Q = {ta - 2, 
2a +1, a 2 + 1} thỏa mãn P ñ Q = {-3} thì trị St RI 


(A) 0, ŒB) 1, (C) 2, (D) -1. 


Giải. Đem a = 0 (hoặc 1, 2, -1) lần lượt thay vào P, Q xét tính 
duy nhất của tập hợp và kiểm tra xem có thỏa mãn P fñ g = 
{-3} thì sẽ biết được a = ~1. 

Giải thích. Đề này thực tế chỉ cần lần lượt thay a = 0, 1, 2 
vào là được. Vì (A) (B) (C) đều không đúng nên đáp án duy nhất 
đúng là (D). 

Ví dụ 7. Phương trình tọa độ cực đi qua điểm (2: SÌ và song 
song với trục cực là : (A) Øsing = 3, (B) /Øsin9 = 

(C) Øcosg = 3, (D) Øcosð = 

Giải. Xét đường thẳng song song với trục cực, đầu tiên loại bỏ 
(C), (D) rồi thay điểm (2: 5) vào (A) và (B) biết không đúng với 
(A) nên chọn (B). 

VÍ dụ 8. Nếu hàm số f() đối với bất kì số dương nào của x, 


y đều có f(x, y) = f(x) + f(y) thì các đẳng thức sau đây những 
đảng thức nào sai : 


(A) f1) = 0, (B) f 3) = 3f(x) (x > 0) 


(C) f&x) = 1 (x > 0), (D) f(Vx) = f6) (x > 0) 


Giải. Lấy một giá trị đặc biệt x = y = 1, vì luôn có f(1) = f(1) + 
+ f(1) được f(1) = 0, do đó (A), (B), (D) đều đúng, chỉ có (C) không 
đúng. Do đó chọn (C) là đẳng thức sai. 


262 


^ 


Ví dụ 9. Miền giá trị của hàm số y = ` _ AFcoo8m-—g là: 
ø[-ÿ-§}- ®[-ÿs9} 
(©[9.3]. ®)[~3.9) U (9. 5] 


Giải. Trong các nhánh chọn (A) (B) (D) đều chứa y = 0, nhưng 

: - N....ẻ : „ 
khi y = 0 sẽ có ATCCOST- 2 = 2 lúc đó Syn E 0, đó là điều 
không thể được. 


Do đớ (A) (B) (D) đều phải loại bỏ, vậy chọn (C). 


Giải thích : Phương pháp thay vào thực chất là biện pháp. đặc 
biệt của phương pháp loại trừ dần. Khi các nhánh chọn là một trị 
số xác định thì có thể thay trực tiếp vào để kiểm chứng đi đến 
loại trừ những kết luận sai. Khi các nhánh chọn là những giá trị 
trong một phạm vi nào đó thì có thể lấy một giá trị đặc biệt nào 
đó trong phạm vi ấy thay vào dữ kiện để kiểm chứng, nếu điều 
kiện không thỏa mãn thì nhánh đó sai, nếu nhiều nhánh cùng 
thỏa mãn điều kiện, thì lại chọn giá trị đặc biệt khác thay vào 
kiểm nghiệm để loại trừ dần cho đến khi tìm được nhánh duy 
nhất thì thôi. 


Ví dụ 10. Giả thiết xy = a, yz = b, zx = c, các số thực ở trên 
đều khác không thì trị của x2+y 2+ z2là: ˆ 


ab +bec +ca a2 +b2 +c2 
@) abe ? Œ) abe 

(ab + be + ca)? a?b2 + b?c2 + c?a? 
(Ó) abe È œ) abc 


u 
lÍ 
_ 
la# 
=5 
_—. 
® 
lI 
ơ 
lí 
@ 
II 
_ 


Giải. Lấy giá trị đặc biệt x = y = 
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b +be + I+1l+I 
Lúc đó x?+ty2+z? =0, PT TT TQ 


a2 +b2 +c2 (ab+bc+ca)2  (1+1+1)2 
De ==ES=S=-Di' hệ 3, ——————_—- = -——-a= Q9 
abc abc 1 


a?b2 + b2c2 + c?a2 


Am = 3, cho nên loại trừ (C). 


lI 
_ 
» 


Ta lại lấy giá trị đặc biệt khác x = y = l, z = -Ì thì a 
b=c=_-l 


ab +bec +ca 


2 2 2 = Ỷỉ “ =—..= 
x^/+ + =3 =~ 
Nhi g › She "1, 
a2 +b2 +c2 a?b2 + b2c2 + c2a 
— — ..ñ =_ — 
abc abc 


Loại trừ (A). Ta lại lấy giá trị đặc biệt khác : x = 1, y = -1, 
z = 2 ta có a = -l, b = -2,c = 2, lúc đóx 2+y2+z2= 6. Lần: 
` “...... 1+4+4 9 

lượt thay vào (B) (D) để kiểm Chông nh cứ 0x(C2x8 4 


Œ) sai, loại bỏ. (D) đúng nên chọn (D). 


3. Phương phóp đồ thị. Có một số trường hợp giải phương trình 
hoặc bất phương trình phải dựa vào đồ thị của hàm số, qua quan 
sát, phân tích loại bỏ một số nhánh chọn để thu hẹp phạm vi chọn 
đạt được kết quả nhanh. 


1 : 
VÍ dụ 11. Khi 0 < k < z, nghiệm thực của phương trình 


9 
l-x| = kx là : (A) 1, (B) 2, (C) 3, (D) 4. 


Giải : Theo đề ta biết x > 0, vẽ đường cơng của y = V[T—x[: như 
hình 26-1. Lấy k = 0 thì đường thẳng y = 0 có 1 điểm chung với 
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đường cong. Lấy _„ 
thì đường 


t9j — 


1 
thẳng y = 2x cắt 


nhánh trái của 
đường cong và tiếp 
tuyến với nhánh phải 
đường cong. Cho 


nên khi 0 < ké< s 
đường thẳng y = kx ` Hình 26-1 
cắt cả hai nhánh 


trái, phải của đường cong, nên cớ ba giao điểm. Vậy chọn (C) 


Ví dụ 12. Phạm vi nghiệm dương của phương trình tgx = x là 


M4 


@) (~5, 5); ® (Š. zn),(Ó (kr Tố, kừ +) 6? 


7r 


K/4 
k> 0) (D) (k5, kế +2) (k@N). 


Giải Cùng trong 
một hệ tọa độ, vẽ đồ thị 
của hàm số y = tgx và 
y =x(x > 0) (hỉnh 26-2), 
phát hiện thấy hai 
đường cong có vô số 
giao điểm, do đớ loại bỏ 
(A) (B) ; còn trong 


khoảng (9; 3) chúng 


không có giao điểm, 
nên loại bỏ (C) nên 
chọn (D). 


Hình 36-2 
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2. Cách giải trực tiếp 

Nếu đề dùng cách giải gián tiếp không thích hợp thì có thể 
xem nó như loại đề bình thường, trực tiếp xuất phát từ các điều 
kiện đã cho, vận dụng định nghĩa, định lí, công thức v.v.. để giải 
tìm kết quả, rồi đối chiếu với các nhánh chọn, từ đó xác định'được 
đáp số cần thiết. Căn cứ vào các biện pháp giải khác nhau có thể 
chia thành hai loại phương pháp chính như sau : 


1. Phương phóớp tính toán. 
VÍ dụ 1. Tìm phân số sau 


b) 6 11 7 
1+ : 


1 
2+ 


Phân tích. Đề này không có cách gì để giải gián tiếp, chỉ có 
cách đơn giản trực tiếp để tìm. 


Giới 2= =.x : hi 
bởi TRÔNG THnhanỹÿ 1g lo. n8, 
1 2x3+1 ( 

2+2 : 
3 
Ta chọn (D). 


1 1 
VÍ dụ 2. Nếu cos« - cosổ = ø; Sin « - sin ổ = Kế thì trị của 


12 12 nà 
sin (« + ổ) là : (A) 1a, Œ) — Tạ; (C) 1g Ta (D) - 


1 
Giải : Ta biến đổi cos œ« ~ cos ổ = SG 


œ + œ— 1 
= Hà TẾ sin~z— = DĐ ¡ q) 
Sỉn œ« - sỉn ổ = E ng Đeos“ SP sim = = ng (2) 


+ 3 
chia (1) cho (2) được tg =- =5. 
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Theo công thức ta có 


+ 
agSs£ 3X: sộ 
sin(œ« + ổ) = ——————~~- = ——a = xa: Chọn (A). 
Sâu 1 ó2 CC), TL & 
2 4 


2) Phương pháp tổng hợp. 


. 1 
Ví dụ 3. Giả thiết n € N thì giá trị của ạœ — 1) 
[1 — (—1)n] là : 
(A) chác chắn là không, (B) chưa chắc là số nguyên 


(C) nhất định là số chẵn, (D) là số nguyên nhưng không nhất: 
thiết là số chẵn. 


Giải. Xét đấu n € N, ta chia n thành hai trường hợp chẵn, lẻ 
để xét. Khi n là số lẻ dương, n = 2k - 1(k€Œ N) thì biểu thức 
cho bằng k(k - 1) là số chẵn. 


Khi n là số chắn dương, n = 2k (k € N) thì biểu thức đã cho 
bằng không, là số chẵn. 


Do đó có thể thấy khi n € N, trị biểu thức đã cho là chẩn nên 
ta chọn (€). 


= 
Đi 


Ví dụ 4. Trên các cạnh AB, BC, CD, DA của tứ giác không 
gian lần lượt lấy 4 điểm E, G, H, F. Nếu BF và GH giao nhau ở 
điểm O thì : (A) Điể¡n O nằm trên AC, (B) Điểm O nằm trên BD. 

(C) Điểm O nằm trong mặt phẳng ABC. 

(D) Điểm O nằm ngoài mặt phẳng ABD, BCD. 

Giải. Điểm O vừa ở trên mặt phẳng ABE, vừa ở trên mặt phẳng 


CGH. Do đó điểm O phải ở trên giao tuyến của hai mặt trên. Nên 
ta chọn (B). . 
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-_ 3. Cách giải hỗn hợp. Cé một số đề lựa chọn có thể dựa 
theo điều kiện đã cho và đặc điểm nhánh chọn, có thể kết hợp 
các phương pháp gián tiếp với phương pháp trực tiếp để vận dụng 
linh hoạt, tìm ra cách giải nhanh gọn. Đó gọi là cách giải hỗn hợp. 

Ví dụ 1. Trong tam giác ABC, nếu sinA sinB < cosA cosB thì 
đơ là tam giác : (A) có ba góc nhọn, (B) tam giác vuông. 
(C) cớ góc tù, (D) tam giác bất kì. 

Giải. Giả thiết 09 < A < 1809, 09 < B < 1809, biết sinA. 

.ginB > 0 do đó cosA cosB > 0, ta được A, B đều là góc nhọn. 

đ Cho A = 459 thì sin B < cosB = 0° < B < 45°. Do đó 

A + B< 0909. Nên chọn (C). 

Giải thích. Quá trình giải đề này đã dùng cách giải trực tiếp, 
dùng cách lấy trị đặc biệt thay vào và cách loại đần tức phương 
pháp hỗn hợp. 


rÍ x.KY, 3 + . ^ ¬ bo) 
Ví dụ 2. Biết phương trình tọa độ cực của elip là 2 = 3—2oosÐ' 
10 
Vậy trục ngắn của nó là : (A) Eš (B) V5, (C) 2V5, (D) 23. 


Giải. Biến đổi phương trình tọa độ cực của elip thành 
5 


3 
Ð = ——a— có thể biết được độ lệch tâm e của elip là e = 
1 —acoøØ 
3 
Nên a = 3k, e = 2k(k€N). 
Do đó b = a7 — c7 = V(3k)7 - (2k)7 = õk. 


Vậy 2b = 2VBk ` 


coi to 


Chú ý đến k € N, do đó trục ngắn của elip là một số gấp 
2V5 nguyên dương lần, chỉ có (C) thích hợp như thế. Vậy chọn 
(Ó). 
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Ví dụ 3. Số phức Z thỏa mãn hệ thức Z + |Z| = 2 +. Vậy Z 
_N” Đ -.. 3 ổ „. 
bằng : (A) —+ + () {+ —b( =+—b(Œ) „tỉ 


Giải. Vì trong các nhánh chọn, môđun của bốn số phức đều 
nhỏ hơn 2 và đã biết trong đó phải có một môđun bằng 3, 
nên |Z| < 2. Chú ý đến môđun của số phức liên hợp bằng nhau. 
Do đó H < 9. Giả thiết 7 = a + bi, thay vào đẳng thức đã cho 
ta được : : 

a + bi + |Z| =2+itứca+bi = (2 ~ |Z|) + ¡. Căn cứ vào 
điều kiện bằng nhau của hai số phức ta được 


a=2-|Z| > 0 
Ib= 1 


Trong các nhánh chọn chỉ có phần thực 


3 
của số phức trong nhánh (D) a = va 0 và phần của b = l1, nên 
chọn (0D). 
Giải thích. Khi giải đề này đã khéo dùng đặc điểm phần thực 
và phần ảo trong nhánh chọn để tránh được sự tính toán phức 
tạp do việc tìm phần thực a gây ra. 


26 - BỒI DƯÔNG THÓI QUEN GIẢI XONG ĐỀ 
VẤN TIẾP TỤC SUY NGHĨ 


Rất nhiều học sinh, giải xong bài liền cho rằng công việc đã 
xong, hết việc. Thực ra, điểu đó chưa đủ. Chỉ có thể nói, làm xong 
đề là mới xong một nửa nhiệm vụ. Cồn có một nửa sau cần làm, 
đó là phải tiếp tục suy nghỉ. Cứ kiên trì như thế sẽ bồi dưỡng 
thành thới quen tốt là giải xong đề vẫn tiếp tục suy nghỉ. 

Vậy sau khi giải đề xong cần từ những phương diện nào để suy 
nghỉ tiếp ? 
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1) Đối với đề điển hình hay đề khó hãy nghĩ lại xem mình đã 
phát hiện hướng suy nghỉ giải ra sao ? 

2) Đặc điểm của hướng suy nghĩ ấy là gì ? Nó dùng thích hợp 
cho loại đề nào ? 


3) Đề đó dùng đến những kiến thức cơ sở và lý luận cơ bản 
nào ? Dùng những phương pháp toán học nào ? 


4) Có thể từ một góc độ khác để xét vấn đề được không ? Còn 
cách giải nào ngắn gọn hơn không ? Hoặc nghiên cứu sâu thêm 
về kết luận của bài toán. 


5) Những bài giải sai hoặc làm không ra, nên hồi tưởng lại tỉ 
mỉ, lúc đó vì sao lại như thế ? Nguyên nhân tại đâu ? Là do kiến 
thức còn hổng hay hiểu đề chưa tốt ? Phải đối chiếu thật kỹ với 
cách giải đúng, nghĩ xem hướng suy nghỉ của mình sai chỗ nào 
hay gặp trở ngại gì ? 


Dưới đây nêu một số ví dụ. 
Trong một lần học toán ở lớp học sinh đầu cấp hai luyện thi 
Ôlempic, thầy giáo ra đề thi sau : 


Biết chu vi của tam giác đều lớn hơn chu vi hình vuông 1992em. 
Cạnh tam giác lớn hơn cạnh hình vuông d cm (d >0). Vậy số 
nguyên d không thể lấy là : (A) 662, (B) 663, (C) 664, (D) nhiều 
vô cùng. 


Có một học sinh nghĩ ngược nghỉ xuôi, không thể nghí ra được. 
Sau đó thầy giáo giảng, phân tích cách giải bài đó. Đối chiếu với 
cách giải đúng, cậu bé suy nghỉ thật kỉ về nguyên nhân làm tắc 
sự suy nghỉ của mình và cảm thấy vấn đề là ở chỗ cậu ta đã không 
biết dùng chữ để biểu thị ẩn số, lập phương trỉnh để giải. Cậu đó 
đưa những điều còn tồn tại trong học toán nhờ thầy giải đáp. Thầy 
căn dặn phải khắc phục ảnh hưởng của lối tư duy tính toán của 
tiểu học, tăng cường ý thức dùng phương pháp đại số để giải quyết 
vấn đề, phải tập thật nhiều cách dùng chữ biểu thị ẩn số để giải. 
Qua một thời gian cố gắng, học sinh đó đã tiến bộ rất nhanh. Về 
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sau trong một cuộc thi giành cúp mùa xuân cậu ta đã giải được 
một để rất khó mà nhiều học sinh không giải được. 


Ví dụ : Viết một số nguyên tố có hai chữ số sau một số 
nguyên tố có hai chữ số khác với nó để được một số bốn chữ số. 
Biết rằng số bốn chữ số này chia hết cho nửa tổng của hai số 
nguyên tố kia. Thử tÌm tất cả những số có bốn chữ số có tính 
chất đó. 


Giải . Giả thiết hai số nguyên tố có hai chữ số đó là x Xã M 
( # y). Theo đề ra được 100x + y = ¬= trong đó k là số tự 
nhiên. Chỉnh lý ta được (200 ~ k)x = (k - 2) y. (1) 

Vì x, y đều là số nguyên tố, nên x và y nguyên tố với nhau. 

y|200-k, x|[k-2. 

Cho nên 200 - k = my (m là số tự nhiên) (2) 

Thay vào đẳng thức (1) ta được myx = (k - 2) y. 

Hay mx = k - 2 (3) 

Triệt tiêu k trong (2) và (3) được 

m(x +y) = 198 = 2 x 32x 11“ 

Do đó x+y = 198,x +y = 66, x+y = 22. 


Vì x, y là các số nguyên tố cơ hai chữ số và x z y. Qua thử 
nghiệm chỉ có x + y = 66 thỏa mãn điều kiện. Ta lập bảng 


EBLSESLILSL-RL- 
EIDIFIFIFYEYE 


Cho nên các số bốn chữ số cần tÌm là : 1353, 5313 ; 1947, 
4719 ; 2343, 4323 ; 2937, 3729. 


37 
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Lộc Phùng Bột, sinh viên khoa Lực học hiện đại của Đại học . 
Khoa học kỹ thuật Trung quốc khi nói đến làm thế nào để học 
tốt môn toán phổ thông đã đưa ra một câu chuyện sinh động về 
sự suy nghỉ sau khi giải đề xong. 

Anh ta nơi :"Đây là một đề bài, sau khi làm xong, tôi suy nghỉ 
tiếp và đã tìm được hướng suy nghỉ mới. Biết hai dãy số liệt dương 
{an }, {bạ}, với bất cứ n € NÑ đều có an, bạ; aạ + ¡ tạo thành cấp 
số cộng ; bạ, an + ¡ bạ „ ¡ tạo thành cấp số nhân và ai = 1, bị = 2. 
Tìm aạ và bạ. 

Bài này dùng phép qui nạp có thể giải được, nhưng rườm rà 
dế sai. Nếu đổi hướng suy nghĩ, có thể biến đổi như sau : 


Vì 2bạ =an + aa vị, Sạ = VbrBbạ~i › An+i = Vbạbạ † Ì. 
nên 2bạ = Vb,bạ—1l + Vbrbạt 1; 2Vbạ = Vbn_¡ + Vbạ+;¡ 


Cho nên dễ biết được Vb, là cấp số cộng. Từ đó mà tỉm ra 
Bấu: Đại 

Phương pháp này vừa tránh được tính không duy nhất do sự 
"phán đoán qui nạp gây ra và quá trình chứng minh qui nạp rườm 
rà, đồng thời tÌm ra được hướng suy nghỉ mới để chứng minh đối 
với loại đề này. 

Dưới đây là ví dụ về sự suy nghỉ sau khi giải của một thầy giáo. 

Chứng minh. Nếu trong tam giác ABC, nghịch đảo của ba cạnh 
a, b, c thành cấp số cộng thì góc B đối diện với cạnh b phải là góc nhọn. 
a2 +c2—- b2 _ 2ac — b 
————— > —————— 


Chứng minh : Vì cosB = 5ao 2ae 


VỊ - cn To nên 2ac =b(a+c). Do đó 
b a c 


_ ba + e) -bđ  bía †+c -b) 
" 2ac = 2ac 
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VÌ trong tam giác ABC : a +c - b > 0 cho nên cosB > 0 


Lại vì 0 < B< z nên B là góc nhọn. 
a2+ c2— b2 
hi 2ac 

đó mà tìm được B là góc nhọn. Bây giờ ta tiến thêm một bước 
a2 + œ2 — b2 


Suy nghỉ : Trên đây ta qua chứng minh cosB = : >0 từ 


nghĩ, có thể chứng mính được cosB = 5ao >asc>0, 
từ đó mà tính toán B được chính xác hơn không ? 
= 
` 2ac — b2. b2 a+c 
VÌ cosB > T2 Sẽ Sun in = 
2ac 1 1 1 
=1 ~: =1-————>l1->>-=z5 
(a +)? a2 + œ2 1+1 2 
— ái 
2ac 


1 
Vì cosB > 3/0 < B< z nên dự tính B càng chính xác hơn : 


Tr 
g<B<z. 


Dưới đây giới thiệu một bạn học sinh cấp ba đã phân tích sự 
sai lầm của mình ra sao để tự thể nghiệm được kiến thức đúng 
đắn. Anh ta nơi : Một hôm sau giờ học toán, thầy giáo cho một 
đề bài : 


GiÁ thiết f(x) = ax2 + bx thỏa mãn bất đẳng thức 1 < f(-l) < 2, 
2< f(1) < 4. Thử tìm phạm vi lấy giá trị của f (-2). 


Đọc đề xong, tự nhiên tôi nghỉ đến đầu tiên phải tÌm ra phạm 
vi a, b, sau đó lợi dụng chúng để tìm phạm vi f(-2), do đó rất 
nhanh đi đến cách giải sau : L 


Từ 1 < f(_1) < 2,2 < f1) < 4 được i <a-b<2(1) 
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2 <a+b< 4 (2). Cộng (1) với (2) được 3 < 2a < 6, 
tức 6 < 4a <12 (3) 
Lấy (2) nhân với - 1 (nhớ đảo dấu) rồi cộng với Ì được. 
-38<-2b<0(4). Từ (3) và (4) được 3 < 4a - 2b < 12, 
_ nên ~ 3 < f(-2) < 12. 


Thầy giáo nói kết quả này sai ! Tôi sai thật sao ? 

Sai ở đâu ? Qua một trận lao tâm khổ tứ cuối cùng mới biết 
nguồn gốc sai là do sau khi tính ra 6 < 4a < 12, - 3< - 2b< 0 
đã bỏ qua không xét đến sự hạn chế của hai bất đẳng thức (1) 
và (2). Nếu kết hợp với hình vẽ mà xét thì tương đương với việc 
cho rằng phạm vi lấy trị của a và b là hình chữ nhật EFGH 
(hình 27 - 2), nhưng thực chất là hệ đường thẳng song song 
a+b-4=0vàa+ b-2=0vớia-b- 1=0vàa-b-2=0 
tạo thành phạm vi miền hình chữ nhật ABCD (hình 27 - 1). Do 
đó đã mở rộng phạm vi của a, b dẫn đến sai . 


Hình 27 - 1 Hình 27 - 2 


Tìm được nguyên nhân, bạn ấy đã không dừng lại đó, suy nghĩ 
tiếp và tìm ra ba cách giải khác nhau. 
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Cách giải l1. 1 <a-b< a 
Lấy 3 x (1) + (2) ta được 5 < 4a - 2b < I1 


2(1,2 <a+b<4(2) 
0 


tức 5 < f(-2) < 10. 


Cách giải 2 : từ f (x) = ax2 + bx được f (-1) = a —b. 
f1) = a+b. Liên kết lại với nhau để giải sẽ được 


a= s80) +f-Dl, be s10) — f(~UJ. 


Do đó f(-2) = 4a - 2b = 2[f(1) +f(-1)] -[f() - f1) ]= 
= f() +3 f(-1). Đề bài giả thiết 1 < f(-1) < 9, 2< f(l) < 4 ta 
cố 2+3 x l1 <f(l)+3(Œ-I1) < 4+3 x 2 tức ð < f(_-2) < 10. 


Cách giải 3. 


a+b~-2=0 


a=b-l=0 `. : 
Từ được giao điểm A của hai đường thẳng 


38 1 a~=b 


: ` =2 = 
là A(5 s3) TT vu các 


được giao điểm € (3, 1). 


Lại vì f(-2) = 4a - 2b. Đặt t = 4a ~ 9b tức 4a - 2b _—t = 0. 
Đồ thị của chúng là một họ đường thẳng có độ dốc bằng 2. Việc 


tìm phạm vi lấy trị của f(-2) 
mà trị này lại bị sự phụ 
thuộc lẫn nhau của a, b 
trong điều kiện bài toán 
tàng buộc. Vấn đề có thể 
được giái quyết thông qua 
tỉm trị tung độ lớn nhất của 
giao điểm giữa đường thẳng 
4a - 2b - t = 0 với hình 
chữ nhật có kẻ gạch. Từ 
hình 27 - 3 có thể thấy khi 


qua điểm A (5 ề 3) giao 


0| 48⁄2 3 


Hình 27 - 3 
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điểm 5 lớn nhất, trị t nhỏ nhất, trị nhỏ nhất là 4a - 2b = 
ä 1 ° .. - A2. t .. 
4x s— 2x bn 5. Khi qua điểm C (3,1) điểm cát - 3 nhỏ nhất, 


trị t lớn nhất, trị lớn nhất là 4a ~ 2b = 4 x - 2 x I1 = 10. 
Cho nên ð < f(-2) < 10. 


Cuối cùng bạn học sinh ấy đã phân tích, so sánh ba cách giải 
trên, chỉ ra cách giải 1 tính toán đơn giản ; cách giải ba trực quan 
rõ ràng nhưng cũng bị giới hạn cục bộ ; cách giải hai giá trị của 
a và b được dùng biểu thức bậc nhất của f(1) và f(~1) để biểu thị, 
nêu lên đẩy đủ quan hệ phụ thuộc lẫn nhau giữa a và b, cách diễn 
đạt chính xác, phạm vi ứng dụng rộng rãi. 


'ừ ví dụ trên ta cớ thể thấy, sự tiếp tục suy nghĩ là rất cần 
thiết, rất có hiệu quả. Giải xong vẫn suy nghỉ tiếp thực tế là một 
lần học lại, là một khâu quan trọng trong chuỗi xích xây dựng 
kiến thức mới, 


27 - KHÔNG NGỪNG KHẮC PHỤC ẨNH HƯỞNG 
TIÊU CỰC CỦA THÓI QUEN TÂM LÝ 


Một lần thầy giáo ra cho tám mươi em học trò lớp sáu một đề 
bài : So sánh các phân số sau 1 lẽ : mã : sg : mi và dùng 
dấu < để lần lượt xếp chúng từ nhỏ đến lớn, xem ai tìm ai nhanh 
nhất ? Ba phút trôi qua, khi nhiều học sinh còn hòa đồng mẫu số 
thì có bốn học sinh đã làm xong ! Vì sao các bạn đớ làm nhanh 
như thế ? Thì ra bốn học sinh đó đã vứt bỏ thối quen so sánh 
từng cặp phân số mà trước hết đã biến đổi chúng thành các phân 
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Cách giải I 


.1<a-b<2(l),2 <a+b<4(2) 


Lấy 3 x (1) + (2) ta được ð < 4a - 2b < 10 tức 5 < f(-2) < 10. 


Cách giải 2 
f(1) = 


: từ f (x) = 


ax2 + bx được f (—-1) = a - b. 


a +b. Liên kết lại với nhau để giải sẽ được 


a= SÍ() +W-D], cb= gUỢ) — Ñ-DE 


Do đó f(-9) = 4a - 2b = 2[f(1) +f(CU) ]-[fŒ) - f1) ]= 
= f) +3 fCU). Đề bài giả thiết 1 < f(1) < 2, 2< f(l) < 4 ta 


cố 2+3 x 1<f(1)+3(Œ-1) <4+3x2tứcõ < f2) < 


Cách giải 3. 
Từ a-b-1=0 
a+b—2=0 


là A(S : 


được giao 


Lại vì f2) = 4a - 2b. Đật t = 
Đồ thị của chúng là một họ đường thẳng có độ dốc bằng 2. Việc 


tìm phạm ví lấy trị của f(-2) 
mà trị này lại bị sự phụ 
thuộc lẫn nhau của a, b 
trong điều kiện bài toán 
ràng buộc. Vấn đề có thể 
được giải quyết thông qua 
tỉÌm trị tung độ lớn nhất của 
giao điểm giữa đường thẳng 
4a ~ 2b - t = 0 với hình 
chữ nhật có kẻ gạch. Từ 
hình 27 - 3 có thể thấy khi 


qua điểm A (5 : 3ì giao 


10, 


điểm A của hai đường thẳng 


nyÍATb~2=0 
55) TỪ |. rpb T4 


được giao điểm € (3, 1). 


4a - 2b tức 4a - 2b - t = 0. 


0| 48⁄2 3 


Hình 37 - 3 


275 


điểm - lớn nhất, trị t nhỏ nhất, trị nhỏ nhất là 4a - 2b = 


1 t 
4 xã — 2x im 5. Khi qua điểm C (3,1) điểm cát - 5 nhỏ nhất, 
trị t lớn nhất, trị lớn nhất là 4a ~ 2b = 4 x - 2 x 1 = 10. 


Cho nên 5ð < f(_2) < 10 


Cuối cùng bạn học sinh ấy đã phân tích, so sánh ba cách giải 
trên, chỉ ra cách giải 1 tính toán đơn giản ; cách giải ba trực quan 
rõ ràng nhưng cũng bị giới hạn cục bộ ; cách giải hai giá trị của 
a và b được dùng biểu thức bậc nhất của f(1) và f(—1) để biểu thị, 
nêu lên đẩy đủ quan hệ phụ thuộc lẫn nhau giữa a và b, cách diễn 
đạt chính xác, phạm vi ứng dụng rộng rãi. 


Từ ví dụ trên ta có thể thấy, sự tiếp tục suy nghĩ là rất cần 
thiết, rất có hiệu quả. Giải xong vẫn suy nghỉ tiếp thực tế là một 
lần học lại, là một khâu quan trọng trong chuỗi xích xây dựng 
kiến thức mới. 


27 - KHÔNG NGỪNG KHẮC PHỤC ẨNH HƯỞNG 
TIÊU CỰC CỦA THÓI QUEN TÂM LÝ 


Một lần thầy giáo ra cho tám mươi em học trò lớp sáu một đề 

10 12 l5 20 60 
17 197287.337 g7 
dấu < để lần lượt xếp chúng từ nhỏ đến lớn, xem ai tìm ai nhanh 
nhất ? Ba phút trôi qua, khi nhiều học sinh còn hòa đồng mẫu số 
thì có bốn học sinh đã làm xong ! Vì sao các bạn đó làm nhanh 
như thế ? Thì ra bốn học sinh đó đã vứt bỏ thói quen so sánh 
từng cặp phân số mà trước hết đã biến đổi chúng thành các phân 


bài : 5o sánh các phân số sau và dùng 
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số có tử số bằng nhau rồi so sánh mẫu số. Dễ dàng biết được bội 
# : vò cố 5 R .10 60 12 _ 60 
số chung nhỏ nhất của tử số là 60. Do đó T7 = Tộ8 ' 19 Ð 95' 


15 60 20 60 60 10 20 12 lỗ 60 
n0 1005611079401) “353 “37 

Phương pháp này hay quá : Thế thì có phải những học sinh 
khác không biết cách này ? Tất nhiên là không phải. Rất nhiều 
học sinh đã bị ảnh hưởng của phương pháp cũ rất sâu nên không 
bứt ra khỏi sự ràng buộc của thới quen tư duy cũ để mở ra một 
hướng suy nghĩ mới. 

Thới quen tâm lý là một trở ngại tâm lý thường gặp trong học 
tập. Nguyên nhân hình thành thới quen tâm lý có nhiều mật, trong 
đó nguyên nhân chủ yếu là tư duy của người ta có tính phương 
hướng. Một loại kiến thức hoặc phương pháp nào đó dùng nhiều 
lần, ấn tượng sâu rồi sẽ thành thới quen tâm lý. Ví dụ, trước kia 
khi làm bài tập về đơn giản phép tính thì luôn biến nó thành phép 
chia, tức là luôn xét nó dưới góc độ tính toán, lên cấp hai học sinh 
không quen dùng phương pháp mới tức là đứng trên tính chất 
phép tính mà xét. Thực ra phương pháp mới này là phương pháp 
phổ biến và nhanh gọn hơn. Ví dụ tính. : 


Eruila in nà 1 1 
0g ga 


Lợi dụng tính chất cơ bản của phân số, ta nhân cá tử và mẫu 
số với 2 x 3 x 4 được. 


1 1 1 


| (š tn) x2x3x4 
Phép tính ban đầu = 1= sa. ẽ = 
(5 +o) x2x3x4x~]1 
12+8-6 1 


 “12+8-6-1I lâä 


27¡ 


Nếu nhận thức ngừng lại ở bề mặt, không thạo quan sát phân 
tích đặc điểm của vấn đề, đó lại là một nguyên nhân nữa để hình 
thành thói quen tâm lý. Như giải phương trÌnh bậc hai một ẩn số 


1 
Ý2(2x - 1)2 - x + Sản 0. Nếu chỉ quan sát trên bề mặt thì ta 
sẽ chỉ nghĩ đến đơn giản nó thành phương trình bậc hai thông 
thường 4Ý2x2 - (4/2 + 1)x + Ỷ2 + 5 = 0 và tìm nghiệm theo 


công thức quen thuộc. 


(42 + 1U + ÁW 42 + 1)? - 4x4(5(\5 + 2) 
Tờ SEN Ề: 


Nhưng có học sinh không làm thế, khi quan sát họ chú ý đến 
giữa các hệ số hình thành tỉ lệ và biến đổi đơn giản các hệ số sẽ 
được dạng phương trình a (x + b) (x + c) = 0 


WZ@x - 1? - š (2x 1) = 0 
(2x — DỊ V22 —1)— s] =0 


2x - 1= 0 hoặc Ý2(2x - l) -z =0 


Trường hợp tương tự như thế rất nhiều. 


Thới quen tâm lý là một thứ tiêu cực, nó làm cho tư duy của 
ta cứng nhác, bảo thủ. Đúng như nhà khoa học Becna Pháp đã 
nói : "Tạo nên trở ngại lớn nhất trong học tập của chúng ta là 
những điều ta đã biết chứ không phải những điều chưa biết”. 

Để phát triển năng lực tư duy logic, ta không nên thỏa mãn ở 
mức biết giải quyết vấn đề đúng mà phải biết trên cơ sở có phát 
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huy tính sáng tạo, vận dụng tri thức một cách linh hoạt để giải 
quyết hợp lý các vấn đề mới. 


Khác phục thói quen tâm lý như thế nào ? Ta có thể bát đầu 
từ rèn luyện ba mặt sau : 


4. So sánh các cách giải khác nhau để hiểu sâu 
sắc cách vận dụng hợp lý kiến thức 


: : 7 õ 29 
Ví dụ tính |1752z - 3897| ~ 224 s..- 
36 17 36 


thông thường là : đầu tiên tính giá trị dấu tuyệt đối ~ 


Giải theo thối quc-. 


Phép tính ban đầu = 


61 29 61 498 12 

= —214012 —224:s= 214612 — 221612” — 10T? 

Còn một cách không giải theo thới quen là căn cứ định nghĩa 
trị tuyệt đối để bỏ dấu tuyệt đối. 


Phép tính ban đầu = 


ö 7 29 
389 Tạ — 175 ac — 224 ao Z 


5 12: 
= 389„ — 400 = ~ 10 T7 

So sánh ưu thế về hai cách 
giải : Giải theo thới quen 
phải hòa đồng mẫu số hai 
lần, cuối cùng còn phải biến 
đổi phân số ra hỗn số, tức 
lượng tính toán nhiều ; còn 
dùng cách không theo thói 
quen thì tính toán đơn giản. 


Hình 28 - l 
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2. Quan sát tỉ mỉ và chú ý tìm ra đặc điểm của 
vấn đề 

Các cách giải hay đều gắn liền với việc nắm vững đặc điểm của 
đề bài. Đối với đề bài đơn giản, có thể nhìn ra đặc điểm ngay. 
Đối với bài khớ hoặc đặc điểm ẩn sâu thì phải quan sát kỹ và chú 
ý đầy đủ. Do đó nhất định phải bồi dưỡng thành thới quen quan 
sát tỉ mi, 


T + =abr+l 
VÍ dụ giải hệ phương trình m 
lš + : = aby + 1 


Đây là hệ phương trình bậc nhất hai ẩn số. Theo cách giải thông 
thường, có thể giải theo phương pháp cộng hoặc phương pháp thế. 
Vì hệ số của ẩn số là phân số nên quá trình giải rất phức tạp. 


Bây giờ ta từ góc độ hàm số để phân tích đặc điểm của hệ 
phương trình. Rõ ràng mỗi phương trình xác định một hàm số bậc 
nhất. Vi vị trí của x và y trong hai phương trình luân phiên nhau 
nên hai hàm số bậc nhất là hàm số ngược của nhau nên việc giải 
hệ phương trình trở thành việc tìm giao điểm đồ thị của hai hàm 
số ngược nhau. Từ đặc điểm của hàm bậc nhất có thể biết giao 
điểm ở trên đường thẳng y = x. Trong hệ phương trình đã cho, 
đặt x = y là được. 


ab 
X = = — 
Š a +b— a'? 


VÍ dụ khác, chứng minh nếu m, n, p, q € R thì 


m2 + n7 + p7 + q7 > V(m -— p)7 + (n - q)2. 


Bài này nếu dùng cách giải đại số thì rất phiền phức, khó khăn... 
Nếu liên hệ với công thức khoảng cách hai điểm trong mặt phẳng 
tức là từ góc độ hình học để hiểu bất đẳng thức thì vấn đề sẽ trở 
nên rất rô ràng. Lấy hai điểm A, B bất kỳ trong tọa độ vuông góc, 
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giả thiết có A (m, n), Bíp, q), nối OA, OB. Trong tam giác 
AOB vì |OA| + |oB| > |AB|, tức công thức khoảng cách hai 
điểm ta được. 


{m2 + n7 + p7 + q7 = Ý(m -— p)2 † (n - q) 


3. Chăm suy nghĩ, tích cực tìm tòi cách giải ngắn gọn 


Khi mới bát đầu học một kiến thức mới, thầy giáo thường yêu 
cầu ta tuân theo phương pháp và các bước nào đó để giải bài tập. 
Mục đích là muốn ta thành thạo nắm vững kiến thức mới. Nhưng 
ta không thể cứ làm mãi loại bài đơn giản như thế. Khá nhiều đề 
phức tạp, nhất là loại đề tổng hợp thì ít có một phương pháp có 
sẵn để dùng. Do đó đòi hỏi ta phải chăm suy nghĩ tìm ra cách giải 
ngắn gọn. Cách giải chặt chẽ, ngắn gọn đạt đến tỉnh tế là vẻ đẹp 
của toán. 


Biết a = VTT - 1. 
Tìm trị của (aŸ + 2a4 — 17a3 — a? + 18a — 17)197 


Nếu ta trực tiệp thay a vào thì sẽ thấy ngay lượng tính toán 
rất lớn. Do đó phải thoát khỏi đường mòn, tìm cách giải ngắn gọn. 
Dễ thấy rằng a = VÏ7 - 1 có thể biến đổi thành a + 1 = VI7. 
Điều đó gợi cho ta biến đổi biểu thức trên thành phép lũy thừa 
có dạng cơ số là a + 1. (aŸ + 2al — 17a3— a2 + 18a-— 1712 = 


[(a +1)°T— 3(a +1)#— 1ỗ(a + 1)3 + 52(a +1)^T— 14(a + 1)]!??? = 


(25917 - 22517 - 3417 - 1]!97= -—1 
Ví dụ khác, giải phương trình : (x2 - ðx + 3) (2x2 + 5x ~ l) = 


(x2 + 5x + 3) (2x2 - 5x - 1) 


Thới quen thông thường là nhân các số hạng với nhau, sau đó 
mới đơn giản rồi giải. Như thế sẽ rất phiền phức. 
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Chú ý đến đặc điểm hệ số hai bên của phương trình, ta nhớ 
đến cách hạ cấp phương trình, dùng phương pháp xác định hệ số 
để giải. 

Đặt x2 + 3 = a, 2x2 - 1 = b. Phương trình đã cho đổi.thành. 

(a ~ 5x) (b + ðx) = (a + 5x) (b ~ 5x). Đơn giản được 
ab-ð(a-b)x =ab#5(b-a) x. 
x(a-b) =0,xị=0 

Vì a - b = 0 được x2 - 4 = 0, x; = 2, x; = - 2. 

Cũng có học sinh đặt a = x2 - ðx + 3, b = 2x2 + ðx - 1 lúc đó 
xz +Bx +3 = a+ l0x, 2x2 ~ ðx - l =b - 10x. 

Cho nên ab = (a + 10x) (b - 10x) 

Sau khi rút gọn được 10 (b - a) x - 100x2 = 0 

xị = 0,b~a = 10x đơn giản đi, tức là x2 - 4 = 0 nên 

Xạ = 2, Xa = - 2. 


Cũng có học sinh giải cách khác, từ dạng tích biến đổi thành 
dạng tỉ lệ. 
x2 —ðx + 3 - 2x2 — ðx — 
x2 +ỗõx +3 2x2 +õx — 


lI 
© 


nên x (x2 + 3) = x (2x2 - l, x (x2 - 4) 


nên xị = Ú, x›ạ = 2, X‡ = - 2. 
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Các cách giải trên đây ngắn gọn hơn nhiều so với cách nhân 
các số hạng với nhau để giải, nhất là cách giải thứ ba hướng suy 
nghĩ mới mẻ, độc đáo, ngắn gọn nhất. 


Tớm lại, qua nỗ lực rèn luyện không mệt mỏi thì thới quen tâm 
lý sẽ từng bước được khắc phục. Quá trình khác phục đó chính là 
quá trình đi tìm cách giải ngắn gọn, là quá trình tìm kiếm vẻ đẹp 
toán học, thúc đẩy tư duy biến đổi linh hoạt, năng lực tư duy 
không ngừng phát triển. ` 


28 - PHÁI HỌC TOÁN MỘT CÁCH SÁNG TẠO 


Trong quá trình học toán, thường biểu hiện ra hai mức học 
khác nhau. Loại thứ nhất là học với tính bắt chước, biểu hiện ở 
chỗ dựa vào thầy lên lớp và phụ đạo để học và nắm kiến thức, 
theo những cách giải hiện có để làm bài tập. Loại thứ hai là học 
một cách sáng tạo, học sinh nắm kiến thức một cách độc lập, sáng 
tạo, linh hoạt vận dụng những kiến thức đã cơ để giải quyết hoặc 
phát hiện vấn đề mới. 

Học tập tất nhiên thường bắt đầu từ bát chước, nhưng lại không 
thể chỉ có bát chước mà phải từ học biết toán chuyển sang biết 
học toán, phải học toán một cách sáng tạo. 

Tư duy sáng tạo là hạt nhân của học tập sáng tạo. 

Tư duy sáng tạo là chỉ người ta trong quá trình giải quyết vấn 
đề đã hoạt động tư duy đem lại được thành quả mới có giá trị cho 
bản thân hoặc xã hội. 

Sự mới mẻ là tiêu chí rõ nhất của tư duy sáng tạo. Không 
những thành quả mới mẻ, có ích mà cả quá trình tư duy cũng mới 
mẻ. Nó biểu hiện trong quá trình tư duy phải chuyển đổi quan 
điểm và khắc phục thới quen phương thức tư duy. 
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Tư duy sáng tạo chia làm hai loại : một loại là tư duy sáng tạo 
của các nhà khoa học, nhà phát minh, nghệ sỉ kiệt xuất. Những 
tư tưởng mới, tác phẩm mới do họ làm ra đối với xã hội loài người 
là xưa nay chưa hề có, là có tính raở đường. Còn loại nữa là tính 
tư duy sáng tạo, cách nghỉ mới, sản phẩm mới, tuy đối với xã hội 
hoặc người khác không mới, nhưng đối với bản thân họ là mới, là 
chưa từng có, nó có ý nghĩa đối với sự phát triển của bản thân. 
VÍ dụ trong làm bài tập, có học sinh độc lập suy nghỉ, tìm ra cách 
giải thầy chưa hề giảng, đó là tư duy sáng tạo rất có ý nghĩa đối 
với sự phát triển của bản thân. Đương nhiên, giữa hai loại tư duy 
sáng tạo này không có ranh giới phân cách rõ ràng. Loại tư duy 
thứ hai nếu được phát triển liên tục, có thể có khả năng đạt đến 
trình độ của loại trước. Mỗi học sinh chỉ cần cố gắng học tập, động 
não tích cực thì đều có thể phát huy tính sáng tạo. Do đó có thể 
mạnh dạn nói rằng ai cũng có khả năng sáng tạo. 

Tri thức có vai trò quan trọng đối với tư duy sáng tạo. Nó vừa 
là nguồn lực, vừa là kim chỉ nam của sáng tạo. Hoạt động sáng 
tạo đòi hỏi tri thức chuyên môn của các bộ môn (như thuật toán, 
đại số, hình học, tam giác lượng...) và phương pháp giải quyết 
vấn đề. Bồi dưỡng năng lực tư duy sáng tạo chính là đòi hỏi học 
sinh biến quá trình đơn thuần tiếp thu kiến thức trong học tập 
thành quá trình sáng tạo lại. Toán học ở phổ thông là một hệ 
thống kiến thức hoàn chỉnh được cấu thành bởi bốn mặt : các khái 
niệm, lý luận, phương pháp và sự vận dụng. Muốn học tập sáng 
tạo phải bồi dưỡng tính tư duy sáng tạo trên hai mặt học tập lý 
luận (các khái niệm, nguyên lý) và cách giải quyết vấn đề. 


1. Tích cực tìm tòi, phát hiện tri thức mới 


Những định nghĩa, nguyên lý, định lý, công thức hoặc qui tắc 
trong sách giáo khoa ngày nay đều là kết tỉnh trí tuệ sáng tạo từ 
mấy trăm năm, thậm chí mấy nghìn năm lại đây của các nhà toán 
học. Rất nhiều định lý, công thức quan trọng hoặc những chứng 
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minh điển hình đều là mẫu mực của tư duy sáng tạo. Tính quan 
trọng của phương pháp chứng minh của họ không kém bản thân 
định lý. Do đó, trong học toán, phải tích cực tìm tòi, dũng cảm 
phát hiện, làm cho mỉnh giống như đang ở trong vị trí hoạt động 
nghiên cứu khoa học, tìm tòi bí mật, giống như một nhà toán học 
đang đi khai phá chân trời mới cho ngành toán. Qua phát hiện. 
vấn đề, thu được kiến thức mới và hiểu sâu ý nghĩa của phương 
pháp đó, từ trong phát hiện mà học cách phát hiện. Ta phải tự 
mình tạo ra con đường đi đến lâu đài tri thức mới chứ không nên 
chỉ quen đi theo người khác. 

Ví dụ khi giảng về "tổng ba góc tron§ của tam giác" thầy giáo 
yêu cầu học sinh dùng thước đo độ hoặc dùng phương pháp nào 
đó để đoán trước xem tổng ba góc tam giác là bao nhiêu độ ? Qua 
đó, tính toán, cắt ba góc ghép lại, mọi người sẽ đoán tổng ba góc 
trong là 1809. Sau đó học sinh theo gợi ý của thầy đi chứng minh 
phán đoán đó. 

Đây quả thật là dịp tốt để mầy mò phát hiện. Học sinh động 
não suy nghĩ. Các em bắt đầu từ kết luận 1809, liên tưởng đến 
tri thức có liên quan với 1809 : góc bẹt bằng 1809, do đó về 
thêm các đường thẳng bổ trợ, cuối cùng là kết ba góc tronE lại 
với nhau làm thành góc bẹt. Một chốc sau, chúng tìm được có 
năm cách chứng minh. Ta ghi lại các hướng chính của sự SUY 
nghĩ đó. 

Chứng mìinh Ì. Kéo dài BC đến D, qua điểm C€ vẽ CE // AB. 
' Ẻ ẽ ẽ6 `... ài 


—— 


dc R 2C e4 £ 2 tIÁCB E ĐỀU, 


„ Chứng „minh z . Qua điểm € vẽ DE // AB, ta có 
1= A, 2= B (hình 29 - 1b), nên 


sư N]ỗ]5i 


Àˆ+8+€Ê= T12 + ÁCB ©/15V 
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8 C 8 2/ 
a b / 

) ) 7 

2/ 

| là 

: đề, : : 

€) ® 
Hình 239 — 1 


Chứng minh 
Ta có l = C, 


3: Qua điểm D trên BC vé DE //AC, DEF //AB. 
2= A, 3= Bhình 29 - lc), nên 
At2B$C=24143s 18 
Chứng mình 4. Qua điểm D trong tam giác ABC vẽ DG //BC, 
DE /AC, DEF/AB. Ta có 1 = C, 2= A, 3= B(hỉnh 29 - 1d). 
Nên 
A + B+Ê= 2+ '§+ Í= 180. 


Chứng minh 5 . 
Qua 1 điểm D ngoài 


tam giác ABC vẽ DG// : "mm 

BC, DE//AC, DEF/AB A Ng G 

(hình 29 ~1e) =¬ø 
Ta có 

1=B,2=A, sã : 

3.= C, Hình 29 — ]e 


^ ^ 


Nên 2+ Ê+Ê= 2+ T+?= 180 


Những học sinh đã học qua phần này đều biết, ngoài một cách 
chứng minh giống như trong sách giáo khoa ra, bốn cách còn lại 
trong sách không có. Bất kể là cách chứng minh nào, chỉ cần học 
sinh tự mình nghĩ ra đều là tư duy sáng tạo. 


Muốn bồi dưỡng tính sáng tạo cho mình thì vừa phải học trong 
sách, vừa không mê tín sách, không mê tín quyền uy. Một em học 
sinh cấp hai trường Bác Kinh số 8, sau khi nghe thầy chứng minh 
các vòng tròn đồng tâm nội và ngoại tiếp đa giác đều n cạnh bằng 
phương pháp tam giác bàng nhau thì cảm thấy phương pháp trong 
sách rất phức tạp. Do đó tự mình tìm tòi nghĩ ra phương pháp 
chứng mỉnh vô cùng đơn giản. 

Như hình 29 - 2, đa giác 
n cạnh Ai,À¿Ãa... Ân: Nối 
AnA¿, A¡A¿, qua Ân, Ất, Â¿ 


vẽ vòng tròn 0. h 
hn-/ 


AnÂp =.AIA¿ = À2Àa H 
Ầi = Â› 
A ^ Ä 18œ = At 
¡An ¿2 # DXNEGE- "ñ 
^^ 180 — Aa 
AiA3A¿=~———s nên 
À, 


bốn điểm A„, Ái, Âz¿; A; cùng trên đường tròn, nên A; ở trên đường 
tròn tâm Õ. 


Tương tự ta cũng chứng mình được A„; nằm trên vòng tâm O, 


As... Aa- ¡ đều ở trên đường tròn tâm Ô. Cho nên vòng tròn tâm 
Ö là vòng tròn ngoại tiếp của đa giác n cạnh. 
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Tiếp theo, có vòng tròn O ngoại tiếp, khoảng cách từ tâm vòng 
tròn đến các cạnh của đa giác đều bằng nhau, tức là nói, lấy O 
làm tâm, lấy khoảng cách từ O đến các cạnh làm bán kính ta sẽ 
có vòng tròn nội tiếp của đa giác. 

Lợi dụng bốn điểm cùng đường tròn để chứng minh điểm thứ 
tư nằm trên đường tròn do ba điểm kia xác định, từ đó chứng 
minh đa giác đều nhất định cớ vòng tròn ngoại tiếp, cách nghĩ 
này rất hay. 

Ngoài việc tìm kiếm những cách giải mới, còn có thể tiến thêm 
một bước mở rộng đề bài đã giải : từ trường hợp riêng mở rộng 
_ra trường hợp chung sẽ xuất hiện kết quả gì ? 

VÍ dụ : chứng minh tổng 
các khoảng cách từ một A 
điểm bất kỳ trong tam giác 
đến ba cạnh bằng ba lần 
khoảng cách từ tâm vòng 6 
tròn ngoại tiếp đến một 
cạnh của tam giác. 


Bài này rất nhiều phương 0H : 
pháp chứng minh, dùng 8 F. 
phương pháp diện tích để 
chứng minh rất đơn giản. Ví 
. dụ, hình 29-3, nối PA, PB, ".. 
ĐC. 


Giả thiết cạnh tam giác đều là a, khoảng cách tâm của cạnh 
là rạ. Ta có : 


SAABp * Š5Agcp † ŠacAp = 


1 1 1 1 
s3PPxa+zPFxa+szPGxa = s(PE + PF + PG)xa 
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1 1 
Mà SAAnc = zADxa= 2 


1 
Nên s(PE + PF + PG)xa = 


xổryxa = 


PE + PF +PG = 3y. 


Bây giờ ta xét hình vuông. 
Như hình 29 - 4 dễ thấy "tổng 
các khoảng cách từ bất cứ 
điểm nào trong hình vuông 
đến bốn cạnh đều gấp 4 lần 
khoảng cách tâm đến cạnh ”. 


Chúng ta phát hiện số 
cạnh của đa giác đều bằng bội 
số của khoảng cách từ tâm 
đến cạnh. Do đó ta đoán : 
tổng khoảng cách từ một 
điểm bất kỳ trong đa giác đều 
đến các cạnh bàng n lần 
khoảng cách từ tâm đến cạnh. 


A 


2 


Tạa 


b 
2 


rạa. Do đó : 


Hình 29 - 4 


So sánh phương pháp chứng minh cho tam giác đều rất dễ 
chứng minh phán đoán trên là đúng. Từ tam giác đều đến đa giác 
đều n cạnh, ta phát hiện ra một kết luận chung hơn. 


Dưới đây cử một ví dụ nữa. đrong hình học không gian có 
đề toán như sau : Trong hình chớp P - ABC, biết PA 1, BC, 
PB = BC = Ìl, đường thẳng vuông góc chung của PA, BC là 


: $ 1.-< 
EBD =h. Chứng minh thể tích của hình chóp P - ABC là V = § ]-h. 


Mời bạn đọc tự chứng minh. Bây giờ ta nghiên cứu sâu thêm 
một bước : nếu biến đổi quan hệ giữa PA và BC, thì rút ra được 


kết luận gì ? 
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Mở rộng : Giả thiết một cặp cạnh dài đối nhau của tứ diện là 
a, b, và khoảng cách của chúng là h, góc kẹp của chúng là œ, vậy 


R 1 
thể tích của tứ diện này là V = 6 absin 


Đi sâu thêm, ta có thể được hai hệ quả. 


+ 


Hệ quả 1 : Tất cả các tứ diện có hai cạnh có độ dài cho trước 
và nằm trên hai đường thẳng cố định thì thể tích của chúng đều 
bằng nhau. 


Hệ quả 2. Có ba đường thẳng a, b, c không cùng nằm trong 
một mặt phẳng, trên a lấy một đoạn BC, trên b, c lấy điểm A và 
P thì cho dù A và P ở vị trí nào trên b, e đều có thể tích của tứ 
điện ABCP không đổi. 


Đối với những vấn đề đã được giải quyết, tiến thêm một bước 
nghiên cứu và mở rộng sẽ phát hiện được con đường quan trọng 
để thu được tri thức mới. Những học sinh thích thú về điều đó 
nên thử xem. 


2. Giải quyết vấn đề một cách sáng tạo 


Học để dùng, muốn học tốt toán một cách sáng tạo, trong giải 
quyết vấn đề còn cần phải cố gắng sáng tạo, không ngừng tỉm 
phương pháp mới. Phương pháp tốt hay xấu, hay hoặc dở đối với 
giải quyết vấn đề rất quan trọng. Trong lịch sử phát triển toán 
học, nhờ cải tiến hay những biến đổi có tính đột phá về phương 
pháp mà đã thúc đẩy sự biến đổi sâu sắc thêm của toán học. Những 
sự kiện thúc đẩy toán học phát triển như thế có rất nhiều. 

Lấy ngay việc giải ba đề khó về hình học sơ cấp do người cổ 
Hy lạp (từ thế kỉ 6 đến thế kỷ 4 trước công nguyên) nêu ra, đó 
là : chia góc bất kỳ thành ba phần đều nhau, vấn đề bội tích lập 
phương và biến đổi hình tròn về hình vuông. Rất nhiều nhà toán 
học phát hiện thấy dùng thước không chia góc bất kỳ thành ba 
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phần đều nhau được. Qua nhiều lần thất bại khiến các nhà toán 
học tự hỏi : mỉnh không vẽ được hay căn bản dùng thước không 
thể vẽ được ? Họ ý thức được, đây cớ lẽ là vấn đề dùng thước 
không thể vẽ được. Song toán học là môn khoa học trừu tượng và 
nghiêm ngặt, làm thế nào để dùng lý luận chứng mỉnh phát hiện 
này. 2000 năm đã trôi qua nhưng ba bài toán cổ đó vẫn còn là sự 
thách đố đối với trí tuệ của các nhà toán học. 


Năm 1637, nhà triết học kiêm toán học Pháp, Đề-các đã cho 
ra đời cuốn sách "Hình học". Ông đã nhìn ra tiềm lực to lớn của 
môn đại số với tư cách là một phương pháp khoa học chung. Trong 
sách ông đã đem đại số ứng dụng vào hình học, sáng lập ra môn 
toán học mới - hình học giải tích. Hình học giải tích đã thay đổi 
bộ mặt của toán học. Sự sáng lập đó đã đặt nền tảng cho toán 
học biến số về sau này, là cái mốc quan trọng trong lịch sử phát 
triển của toán học. Nó đã thúc đẩy sự phát triển to lớn của toán 
học từ thế kỷ 17 trở đi, đồng thời cũng là bước ngoặt giải quyết 
ba bài toán khó bằng dùng thước vẽ hình. 

Sau đó khoảng 200 năm, những năm 30 của thế kỷ 19, nhà 
toán học trẻ tuổi nước Pháp Galoa (1811 - 1832) đã sáng lập ra 
một lý luận và phương pháp mới của toán học - lý thuyết bầy. Từ 
đó về sau các nhà toán học đã vận dụng lý luận và phương pháp 
của ông công phá được thành lũy ba bài toán khó mà đã phấn đấu 
2500 năm nay để giải, hơn nữa lại giải được một cách dễ dàng và 
đầy sức thuyết phục. Dùng lý luận của Galoa không những giải 
quyết được vấn đề dùng thước không thể vẽ được mà còn giải rất 
đẹp "những phương trình đại số bậc năm trở lên không thể vớ 
nghiệm chung chung" và định lý vẽ đa giác đêu nhiều cạnh của 
Gaoxơ. Ngày nay, lý thuyết bầy của ông không còn là vấn đề đơn 
thuần thuộc phạm vi toán học nữa. Bát đầu từ những năm 20 của 
thế kỷ 20 này, các nhà vật lý và hớa học đã vận dụng phương 
pháp lý thuyết bầy phát hiện ra kết cấu của nguyên tử và phân 
tử. Lý thuyết bầy đã trở thành công cụ đắc lực của vật lý và hóa 
học hiện đại. 
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Đối với học sinh mà nói, tuy rất khó sáng tạo ra được những 
lý luận và phương pháp mới có ý nghĩa to lớn như các nhà toán 
học, nhưng chúng ta vẫn phải bắt đầu từ những điều nhỏ nhặt. 
Khi giải quyết mỗi vấn đề, nhất là khi gặp đề toán khó không nên 
nghĩ làm ra được là xong mọi chuyện mà phải nghĩ xem còn có 
cách giải nào hay hơn nữa không ? Phải huy động toàn bộ trí tuệ 
để giải quyết vấn đề một. cách sáng tạo. 


Muốn giải quyết sáng tạo phải liên tưởng rất rộng. Phương thức 
liên tưởng được nhiều nhất là liên tưởng so sánh, tức là từ các sự 
- vật tương tự liên tưởng đến những tính chất tương tự. Một khi 
bạn đã nắm vừng nó thì tri thức phong phú của bạn sẽ trở nên 
thần thông quảng đại, độ nhạy cảm của tư duy sáng tạo sẽ lóe 
sáng trong đầu óc bạn. 


Nêu một ví dụ : Trong bốn số dương khác nhau a, b, c, d, số 
a lớn nhất, d nhỏ nhất và a:b=c:d. Mối quan hệ lớn bé ra 
sao của a +d và b+c ? Và chứng minh kết luận của bạn. 

Đây là vấn đề mang tính chất chung. Ta dùng phương pháp tư 
duy từ chung chung đưa về cụ thể để tìm kết luận. 


: 10 5 
Viết hai tỉ lệ cụ thể : 1) 3 Tủ trong đó a = 10,b = 8, 


=1: 
c=õð,d=4. Tacóa+d= 10+4= 14b=c=8+ð= l3 


- 100 25 
Nêna+d>b+c;2)= “1g: 


c= 25, d= 19. Tương tựa +d>b+c. 


trong đố a = 100, b = 76, 


Từ 1) và 2) ta phán đoán, nói chung a +d >b+ec. 
Làm sao để chứng minh được a + d > b+c? Tự nhiên ta nghỉ 
đến phương pháp đại số. 


= k từ a lớn nhất, d nhỏ nhất ta biết k > l và 


a e 
Đặt n = FỊ 
b,c > d, do đó a = kb, c = kd. 
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Nên (a + d) -(b+e) = (kb + 3)- Œ® + kd) 
=(Œ+k-1)b-(-kỳd=(Œk-1)Œœ-djd >0 


Nên a +d >b+c. 

Rất nhiều học sinh khi giải đề này không thỏa mãn chỉ đùng 
một phương pháp, họ nghỉ đến kết hợp số và hình, dùng tính 
chất hình học để nói rõ tính 
chất số học, liên tưởng đến 
nhiều mặt của hình học đã 
sáng tạo ra phương pháp chứng 
minh độc đáo. 


So sánh với định lý đoạn 
thẳng tỉ lệ của hai đường thẳng 
song song ta được cách chứng 
minh 2. Như trên hình 29 - 5, 
ta có hai đường thẳng song 
song DE và BC cát hai đường 
thẳng giao nhau AB và AC 
tại các điểm D, E và B, C, C Hình 39 — 5 
và AE = a, AD =b, BC =ec, 

DB = d, trong đó a lớn nhất, d nhỏ nhất Lúc đó sẽ trở thành 
phải chứng minh AE + DB >' AD + €. 


Ta vẽ hình bình hanh ADFE, DF và BEF cát BC ở G và H. 
Ta có : 


= VT Ti 4 Vì AE > AD, nên 1> 3 2> 4 nên 
GF > HE. Lại vì AD + DF = AE + EF nên AD + DG < AE+EH. 


Vì DBHE và DGCE là hai hình bình hành nên EH = DB, 
DG = EC. Cho nên AD + EC < AE + DB tức a + d > b+c. 


Nếu so sánh với tam giác đồng dạng ta sẽ được cách chứng 
minh 3. 
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Như hình 29 - 6 đã vẽ 
tam giác ABC đồng dạng 
với tam giác AED, trong 
đó AB = a, AC = b, 
AE =c, AD = d. Vấn đề 
trở thành chứng minh 
AB+AD > AC+AbE. 


Trên đoạn AC lấy 
AG = AD, trên AB lấy 
AF = AC, nối BG, CF thì hình 29- 6 
GE=b-d, BF =a -c. 
Từ A DEG ~ A CBF ta chứng minh được : 


cm 2 TNBGIỔ. C6 Chọn 
BE" BC Nuấc si”): IPESE.Yphiiu Su là xa 22 cản 


AB+AD > AC + AE tức là a +d >b+c. 


Từ a:b=c: d = ad = be. §o sánh với định lí dây cung cắt 
nhau ta được cách chứng minh thứ tư. 


Cho hình vẽ như 29 ~7. Giả 
thiết hai dây cung AB, CD cắt 
nhau ở E và EB = a, AE = d, 

EC = b, ED = c. Vấn đề trở œ 

' thành phải chứng minh 
AB >(CD. 

Nối AC và AD. Vị Vì ED > AE 
nên AED > ĐDÀ, do. đó 


hoặc gà. > ACB do đó AB > 


> CD tứca +d >b+c. 
F 4 Hình 29- 7 
Trên đây là mấy ví dụ về 


tư duy sáng tạo giải đề toán cấp hai. 
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Tương tự, trong toán cấp ba cũng có rất nhiều ví dụ sinh động 
về tư duy sáng tạo. Tóm lại hoạt động sáng tạo là một dạng lao 
động trí óc và mài luyện ý chí gian khổ, nó đòi hỏi người ta phải 
có khát vọng cháy bỏng về hiểu biết và lòng say mê sáng tạo mãnh 
liệt. Nhát gan và thiếu tự tin là kẻ thù của sáng tạo. Để học toán 
một cách sáng tạo, các bạn học sinh cần cố gắng : » 

_ Không ngừng nắm vững và làm phong phú kiến thức của 
mình một cách hệ thống, hoàn chỉnh. 

_ Tích cực đấm mỉnh vào hoạt động sáng tạo. 

_ Cố rèn luyện một phẩm chất tâm lý tốt đẹp đó là dũng cảm, 
tự tin, ý chí kiên cường kết hợp với đầu óc biến hớa linh hoạt. 
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